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Hipoteza ergodyczna i twierdzenie Sinaja

Dr Henryk ZOLADEK

Wstep

Jednym z podstawowych problemów mechaniki statystycznej jest wyjasnienie procesu dochodzenh
do równowagi termodynamicznej w ukladach makroskopowych, tj. zlozonych z wielkiej liczby
czastek (rzedu1023 w 1 cm3). Stan równowagi termodynamicznej jest to taki stan ukladu (gazu,
~ieczy, krysztalu itp.), w którym wszystkie czastki sa "dokladnie wymieszane". (Definicje
IVprowad, mych tu pojec podamy pózniej.)

Przykladem procesu osiagania takiej równowagi jest rozprezanie gazu w próznie (: ,. 1).
Po usunieciu przegrody gaz w krótkim czasie wypelni caly zbiornik i nigdy nie powróci do stanu
poczatkowego .

Z drugiej strony wiadomo, ze klasyczny uklad zlozony zN czastek o masiem opisuje sie
równaniami Newtona

d2x·

m--' = F/(x" ..., XN), i = 1, ... ,N,
dr2

gdzie Xi oznacza polozenie i-tej czastki, aFi sile na nia dzialajaca. Polozenia i predkosci czastek
ukladu w danej chwili okreslaja jego dalsza ewolucje. Wystarczy rozwiazac równania Newtona.

Znajac polozenia i predkosci czastek w danej chwili mozemy tez odtworzyc dotychczasowa
historie ukladu. Co wiecej, mozemy przypuszczac, ze uklad po pewnym czasie powróci do stanu
poczatkowego; przeciez zaden ze stanów nie jest wyrózniony. Stoi to w jawnej sprzecznosci

z ukladem z rysunku 1; jeszcze nikt nie zaobserwowal, zeby czastki gazu zebraly sie pono:-vnie
w jednej czesci zbiornika.

•
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Rys. 2. P~zestrzcll. fazowa wabaula

matematycznego. StanP odpowiada punktom

lezacym w zaznaczonym krazku, a stanP r
odpowiada punktom lezacym
w zdeformowanym pod wplywem ewolucji
obrazie tego krazka.

Sprzecznosc ta zostala sformulowana w zeszlym wieku, kiedy Maxwell, BoItzmann i Gibbs
tworzyli podstawy mechaniki statystycznej i po dzis dzien stanowi powazne wyzwanie dla
fizyków i matematyków.

Celem niniejszego artykulu jest przedstawienie pewnego matematycznego podejscia do
powyzszego zagadnienia.

Stan ukladu

Stan ukladu mechanicznego jest zdefiniowany przez podanie polozen i predkosci wszystkich

czastek ukladu. Przestrzen fazowa jest to zbiór wszystkich stanów ukladu, czyli zbiór wszystkich
mozliwych zespolów polozen i predkosci czastek wchodzacych w uklad. Na przyklad:
przestrzenia fazowa jednej czastki znajdujacej sie w pudelkuK jest iloczyn kartezjanski KxR3,

(zbiór par (x, v), gdzie x oznacza polozenie, av - wektor predkosci). Przestrzenia fazowa
ukladu zlozonego zN czastek w pudelkuK jest K x R3 X ••. x K x R3 (N razy).

W podobny sposób wprowadza sie pojecie przestrzeni fazowej innych ukladów mechanicznych
o skonczonej liczbie stopni swobody. Na przyklad przestrzenia fazowa wahadla matematycznego
jest nieskonczony walecSI x R, a stan jest wyznaczony przez podanie kata({! wychylenia wahadla
od polozenia równowagi i predkosci katowejw wahadla (rys. 2.) ..

Wprowadzone powyzej pojecie stanu ukladu jest wygodne jedynie dla teoretyków.
W praktycznych zastosowaniach niemozliwe jest dokladne wyznaczenie stanu. Jest on okreslony
tylko z pewnym przyblizeniem. Poza tym im wiecej czastek uklad zawiera, tym wiecej polozen
i predkosci trzeba wyznaczac i juz dlaN = 10 dostajemy 60 liczb. Widac, ze dlaN rzedu 1023

nasze pojecie stanu traci jakikolwiek praktyczny sens. Z powyzszych powodów w mechanice
statystycznej wprowadza sie inne pojecie stanu ukladu.
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Z molekulami cieczy dyfunduje i znajdzi~ sie
w dowolnym miejscu, natomiast kropla soku

rozpusci sie jednostajnie w calej objetosci wody.

Wedlug nowej definicji stanem ukladu nazywa sie rozklad prawdopodobienstwaP (lub miare
probabilistyczna) na przestrzeni fazowej. Polozenia i predkosci czastek nie sa wyznaczone

jednoznacznie. Mozna jedynie mówic o prawdopodobienstwieP(A) tego, ze polozenia i predkosci
czastek leza w danym obszarzeA przestrzeni fazowej. Przykladem takie$o stanu moze byc stan
wahadla matematycznego, w którym wychylenie({J i predkosc katowaw moga z jednakowym
prawdopodobienstwem znajdowac sie w kuli o malym promieniu c i srodku«({Jo, wo) (rys. 2).
Jest to przyblizenie stanu«({Jo, wo) w sensie pierwszej definicji.

W dalszym ciagu polozenia i predkosci czastek wystepujacych w ukladzie bedziemy nazywali
punktem przestrzeni fazowej (lub prosto punktem) i oznaczac przezX. Punkt przestrzeni fazowej
w chwili t oznaczymy przezXt.

Stan ukladu na ogól sie zmienia, jesliP jest stanem w chwiliO, to stan w chwili t jest rozkladem
prawdopodobienstwa Pt, W którym P,(A) oznacza prawdopodobienstwo (wzgledem miaryP)
tego, ze w chwili t punkt X bedzie sie znajdowac w obszarzeA. Stan P nazywa sie stanem
równowagi termodynamicznej, jesli jest staly, tj.P, = P. Mówimy, ze uklad w stanieP dazy do
stanu równowagi p., jesli rozklad p. dazy do rozkladu p. przy t rosnacym do nieskonczonosci
(tzn. dla kazdego obszaruA w przestrzeni fazowejP,(A) -+ P.(A».

Poslugujac sie wprowadzonymi pojeciami opisany we wstepie problem mozna sformulowac
nastepujaco. Pokazac, ze:
J) istnieje tylko jeden stan równowagi termodynamicznejp.,
2) odpowiada on sytuacji, w której czastki sa wymieszane.

3) dla dowolnego stanu poczatkowegoP mamy P, -+ p •.
Wlasnosc 2) oznacza, ze uklad w stanie równowagi mozna traktowac jako uklad makroskopowy,

w którym nie sa istotne polozenia poszczególnych czastek i który opisuje sie parametrami
termodynamicznymi, takimi jak temperatura, cisnienie, gestosc itp. Wlasnie przejscie od opisu
mikroskopowego (za pomoca równan Newtona) do makroskopowego stanowi te trudnosc,
z która matematycy i fizycy jeszcze nie uporali sie w zadowalajacym stopniu.

Ergodycznosc i mieszanie

~ ~ ~

Zalózmy, ze stanP ukladu jest stanem równowagi. Mówimy, ze uklad w stanieP jest ergodyczny,
jesli dla dowolnego obszaruA przestrzeni fazowej (takiego, zeP(A) > O) i dla dowolnego
punktu X przestrzeni fazowej punktX. E A dla pewnego t, to znaczy, ze punkt w procesie ewolucji
znajdzie sie w dowolnym kawalku przestrzeni fazowej. Innymi slowy, trajektoria punktuX
(zbiór punktów X,) jest gesta w przestrzeni fazowej.

Definicje ergodycznosci przytoczylismy dla formalnosci. Z punktu widzenia mechaniki
statystycznej wazniejsze jest pojecie mieszania. Mówimy, ze uklad w stanie równowagiP

jest ukladem mieszajacym, jesli dla dowolnych obszarówA i B przestrzeni fazowej takich, ze
P(A) > O i P(B) > O, prawdopodobienstwo tego, ze punktX startujacy zA(X E A) znajdzie sie
w chwili t w obszarze B (X, E B) dazy do P(B) przy t rosnacym do nieskonczonosci. Oznacza to
jednostajne rozplywanie sie dowolnego obszaru przestrzeni fazowej w calej przestrzeni fazowej.

Oczywiscie, kazdy uklad mieszajacy jest ergodyciny. Najbardziej obrazowymi przykladami
ukazujacymi róznice miedzy ergodycznoscia i mieszaniem sa: bardzo mala kropla oliwy w szklance
z wodnym roztworem alkoholu o gestosci równej gestosci oliwy i kropla soku w szklance z woda
(rys. 3). Na rysunku 4 przedstawione sa inne przyklady ukladów ergodycznych i nieergodycznych.

Rys. 4. Bilard w kwadracieK. Latwo
zauwazyc, ze ten uklad jest równowazny
swobodnemu ruchowi czastki w torusie Tl
(czterokrotnie wiekszemu od kwadratuK).
Zajmijmy sie zatem swobodnym ruchemw T2.
Jesli wybierzemy stan, w którym wszystkie

punkty przestrzeni fazowej(T2 x S') sa
jednakowo prawdopodobne, to uklad nie jest
ergodyczny, poniewa~trajektorie leza na
powierzchniach qJ = const, które nie sa
geste w T2 x SI. Jesli wybierzemy stan,

w którym dopuszczone sa jedynie punkty
Z'P = 'Po, to ukladjestergodyczny,jesli tg'Po
jest liczba niewymierna i nie jest ergodyczny,
jesli tg 'Po jest liczba wymierna. W zadnym
ze stanów uklad nie jest mieszajacy.

Waznosc pojecia mieszania ilustruje nastepujace

Twierdzenie 1. Jesli uklad w stanie równowagiP jest mieszajacy, aQ jest innym stanem ukladu,
to Q, -+ P przy t -+ 00.

Nie bedziemy dowodzic tego twierdzenia, które w gruncie rzeczy jest prostym wnioskiem
z definicji mieszania (o ile znamy teorie calki i miary i zalozymy, ze stanQ jest dostatecznie
regularny).

Slynna Hipoteza Ergodyczna mówi:

uklady mechaniki statystycznej w stanie równowagi sa ukladami mieszajacymi.

Dazenie do równowagi nie jest jedynym wnioskiem plynacym z Hipotezy Ergodycznej. Wynika
z niej takze, ze dla typowego punktu przestrzeni fazowej czesc czasu, gdy punkt ten przebywa
w obszarze A, jest proporcjonalna do wzglednej objetosci obszaruA. W przykladzie z rysunku 1
wzgledna objetosc obszaru przestrzeni fazowej odpowiadajaca skupieniu czastek w jednej czesci

zbiornika jest rzedu(I /2)1'023. Zatem sredni czas powrotu do stanu wyjsciowego jest rzedu21023 s
(wiek Wszechswiata wynosi okoloJ017 s).

Nic dziwnego, ze Hipoteza Ergodyczna skupila swego czasu i skupia nadal uwage wielu badaczy.
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Rys.7

Rys.6

Zobaczmy, co bedzie sie dzialo z komórka w pózniejszych chwilach. Dopóki czastki z komórki
nie zderza sie z dyskiemD, dopóty komórka zachowuje swoja wyjsciowa forme. Natomiast
po odbiciu od dysku czastki rozbiegna sie (rys. 8). Widac, ze nasza komórka po odbiciu
rozplynie sie. Nastapi duzy rozrzut predkosci. W trakcie dalszego ruchu rozrzut predkosci nie
zmienia sie, natomiast rozrzut polozen stale powieksza sie. Przy nastepnym odbiciu zachodzi
nowy rozrzut predkosci i idacy za tym rozrzut polozen. Po kilku odbiciach nie sposób narysowac
obrazu wyjsciowej komórki. Jest on dokladnie rozmazany. Sinajowi udalo sie ujac to zjawisko
w scisle matematyczne formuly i udowodnic ergodycznosc bilardu na torusie.

Przyczyna ergodycznosci i mieszania ukladów mechanicznych lezy w ich niestabilnosci.
Zaprezentujemy to zjawisko na przykladzie bilardu na dwuwymiarowym torusieTZ,

z wyrzuconym dyskiemD (rys. 6). (Jest on równowazny bilardowi w kwadracie z wyrzuconym
dyskiem.) Wygodnie jest przedstawic ten uklad jako bilard na plaszczyznie z wyrzucona okresowa
rodzina dysków (rys. 7). Czastka (jedna) porusza sie prostoliniowo z predkoscia l i odbija sie
od dysków zgodnie z zasada: kat padania równa sie katowi odbicia. Utozsamiajac na
plaszczyznie punkty rózniace sie o wspólrzedne calkowite otrzymuje sie z powrotem toru~ i ruch
na nim. Punkt przestrzeni fazowej jest okreslony przez polozenie czastki(x, y) E TZ"-D

i kierunek predkosci (albo jej kat nachylenia'P do osi OX, rpE S'). Zatem przestrzen fazowa jest
trójwymiarowa i równa (TZ"-D) x st. Z praktycznego punktu widzenia trudno jest sledzic jedna
czastke (patrz rys. 7). Wygodniej jest wybrac maly zespól (komórke) czastek lezacych w pewnym
malym kawalku TZ"-D z predkosciami lezacymi w malym otoczeniu wybranej predkosci.

Bilard

W 1963 roku matematyk radziecki Jakow G. Sinaj opublikowal twierdzenie o mieszaniu
powyzszego ukladu. Jest ono cytowane w niemal wszystkich podrecznikach fizyki statystycznej.
Jednak jego dowód nie zostal jeszcze do tej pory scisle iw pelni przedstawiony. Praca Sinaja
z 1963 roku liczy 4 strony i zawiera tylko ogólne wskazówki, jak powyzszego twierdzenia nalezy
dowodzic. W pracy z 1970 r. Sinaj udowodnil wlasnosc mieszania dla ukladu typu bilard.
Rozwinal tam technike, za pomoca której mozna rozwazac uklad sztywnych kul w pudelku.
Czesc trudnosci technicznych zwiazanych z ukladem kul zostala przezwyciezona w pracy ucznia
Sinaja, N. I. Czernowa, z 1982 r. Wydaje sie, ze do pelnego dowodu niewiele brakuje i wkrótce
zostanie on opublikowany.

Rozwazmy ukladN kul o jednakowej srednicyd, jednakowej masie i jednakowej szybkosci,
znajdujacych sie w prostopadlosciennym pudelku. Ruch oddzielnej kuli jest jednostajny
i prostoliniowy do momentu zderzenia sie z inna kula lub ze sciana pudelka. (Przy zderzeniu
kat padania równa sie katowi odbicia - skladowa styczna predkosci pozostaje taka sama,
a skladowa normalna zmienia znak - rys. 5.) Okazuje sie, ze stan, w którym wszystkie
konfiguracje kul i ich predkosci sa jednakowo prawdopodobne, jest stanem równowagi.

Twierdzenie Sinaja

o

o.

Rys. 8

~\ I~

Q
Rys.5 _

Rys. 9. Ewolucja (skokowa) ukladu dana jest
przeksztalceniem(r, rp) -+ (r, rp+ I + r). Okregi
r = const sa zachowywane i ewolucja na tych

okregach sprowadza sie do obrotu o kat
zmieniajacy sie zr. Uklad ten nie jest
ergodyczny, bo trajektoria dowolnego punktu
lezy na okregu i nie jest gesta. Rozwazmy
teraz przeksztalcenie plaszczyzny, które malo
rózni sie od powyzszego i zachowuje pole
(tzn. kawalek plaszczyzny przeprowadza na
kawalek o takim samym polu). Twierdzenie
KAM mówi, ze w nowym ukladzie czesc
trajektorii nadal bedzie lezala na zamknietych
krzywych (bliskich okregomr = const).
Przedstawiony tu uklad pochodzi od pewnych
rzeczywistych ukladów fizycznych.

Uklad dwóch kul w kwadracie jest ergodyczny (wynika to z twierdzenia Sinaja), natomiast uklad dwóch kul na
torusie T2 nie jest ergodyczny. Przyczyna nieergodycznosci ostatniego ukladu lezy w tym, ze suma predkosciVl +~:z
obu kul jest stala w trakcie ruchu na torusie (ale nie w kwadracie). Stad wynika, ze trajektorie punktów nie sa zbiorami
gestymi (leza na powierzchniachtl1 +V2 = const).

Uklad zlozony z kilku kul mozna sprowadzic do ukladu typu bilardw przestrzeni
wielowymiarowej. Jesli oznaczymy przezqi, i = l, ... , N, polozenia srodków kul, a przez
q = (qt, ... , q,,) punkt w przestrzeni 3N-wymiarowej, to otrzymamy ruch czastki
w przestrzeni 3N-wymiarowej. Musimy jednak wprowadzic pewne ograni'izenia - odleglosc
miedzy srodkami kul nie jest mniejsza nizd i odleglosc srodków kul od scianek pudelka nie jest
mniejsza nizd/2. (Te ograniczenia odpowiadaja wyrzuceniu dyskuD w przypadku
dwuwymiarowego bilardu.) Prawo - kat padania równa sie katowi odbicia - pozostaje nie
zmienione. Natomiast wyrzucony obszar nie jest scisle wypukly (dokladniej, brzeg jego zawiera
odcinki). W tym miejscu lezy trudnosc, która pokonal Czernow.

Uwagi koncowe

Na koniec powiemy kilka slów o ograniczonosci zastosowania Hipotezy Ergodycznej. Otóz uklad
sztywnych kul jest jednym z nielicznych ukladów ergodycznych. Wskazuja na to eksperymenty
numeryczne i wspólczesna teoria ukladów dynamicznych. (Wskazuje na to wazne twierdzenie
udowodnione przez A. N. Kolmogorowa, W. I. ArnoJda i J. Mosera, tzw. twierdzenie KAM.)
Tak wiec w tych przypadkach potrzeba innych podejsc do problemu nieodwracalnosci.
Oczywiscie takie podejscia istnieja, jednakze sa matematycznie trudne w realizacji ze wzgledu
na zlozonosc problemu i trudnosci rachunkowe.
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