O polach zakres$lanych przez punkty ruchomego odcinka
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Rozwigzanie zadania M 449, Kaida z 25
liezb wystepuje w tabliczce 25 razy, w tym
parzystg liczbg razy poza glowng przekatng.
Wobec tego kazda liczba wystapi na giownej
przekatnej nieparzysta liczbe razy, a wigc
dokladnie raz.

Twierdzenie Holditcha:

Jeili oba kofice odeinka
przemieszczajg sie po krzywej
zamknietej L, a punkt podziatu
odcinka w stosunku a:b
zakresla krzywa L', to réznica
pol figur ograniczonych
krzywymi L i L' jest réwna
nab.

Tréjkat Reuleaux jest ograniczony
trzema lukami o srodkach '
w wierzcholkach

trojkata réwnobocznego

i promieniach réwnych bokowi
tego trojkata.

Jedli punkt wewngtrzny odcinka,
ktérego konice poruszaja sie po
tréjkacie Reuleaux, zakresla
krzywa L jak na rysunku, to
pole algebraiczne obszaru

W artykule zamieszczonym w Delcie 8/1984 P. Kenderow

i K. Kolarow przypomnieli twierdzenie- Holditcha ilustrujac je
ciekawymi przykladami. Twierdzenie to wyst¢puje rowniez jako
¢éwiczenie podane wraz z rozwiazaniem w Wykladach rachunk:.
rézniczkowego i calkewego R. Couranta. W przekladzie
rosyjskim drugiego tomu tego podrgcznika (Moskwa 1970)
znajduje sie ono w serii éwiczen do rozdzialu piatego
poswigconego catkom krzywoliniowym i powierzchniowym.
Naszym celem jest przedstawienie faktu bedacego dosc
naturalnym uogolnieniem twierdzenia Holditcha; jego dowaod
przeprowadzimy wzorujac si¢ na cytowanej ksiazce R. Couranta.

Zalozmy, ze odcinek $lizga si¢ po plaszezyZnie w ten sposob, ze
po pewnym czasie wraca do polozenia wyjsciowego, przy czym
plaszezyzna sztywno zwiazana z odeinkiem wykonuje wzglgdem
nieruchomej plaszczyzny n pelnych obrotow (n moze by¢ dowolng
liczbg calkowita, gdyz obroty w kierunku zgodnym z ruchem
wskazéwek zegara liczymy jako ujemne). W trakcie ruchu odcinka
kazdy jego punkt zakreséla krzywa ograniczajaca obszar o pewnym
polu. Pole to nalezy rozumie¢ jako ,,pole algebraiczne™, a wigc
obliczone ze wspolczynnikiem uwzgledniajacym liczbg i zwrot
obiegéw poruszajgcego si¢ punktu. Dobrym przykiadem jest

ograniczonego przez nia jest

opisane przez P. Kenderowa i K. Kolarowa pole zakreslone przez
rowne AN B C\D.

punkt odcinka wymiatajgcego trojkat Reuleaux.

Twierdzenie. Jesli konce odcinka zakreslajg krzywe K, i K, ograniczajace pola 5, i Sz, a punkt
lezacy w odleglosciach @ > 0i b > 0 od jego koricow zakresla krzywa K, to pole ograniczone
krzywa K jest rowne
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Przy zalozeniach twierdzenia Holditcha ruchomy odcinek wykonuje jeden obrot w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (a wigc wtedy n = 1), przy czym oba jego korice
zakreslaja te¢ samg krzywa ograniczajaca pole §, = §,. Stosujgc nasze twierdzenie otrzymujemy
zwigzek: §;— S = mab.

Okazuje si¢, ze dowod podanego twierdzenia jest bardzo prosty, jesli tylko nalezycie okreslimy
pojecia w nim wystepujace. Aby to zrobi¢, musimy uzy¢ rachunku rozniczkowego i calkowego,
nie bedziemy jednak wykonywa¢ zlozonych rachunkéw; wystarczy nam znajomosé samych poje¢
pochodnej i calki. Chcac przedstawi¢ nasze argumenty w krétki sposob postuzymy sig
rachunkiem wektorowym: punkty plaszczyzny bedziemy przedstawia¢ za pomocg ich wektorow
wodzacych a, b, ¢, ... Rownolegiobok (z wyréznionym porzgdkiem ramion) jest wigc okreslony
przez podanie pary wektorow a, b, a jego pole [a, b] ma nast¢pujace wlasnoéei:

(1) [ai+az, b = [a;,b]+ [az, B),

(2)  [ka, bl = kla, b),

3)  [a, b= —[b, 4],

(4) istnieje parla jednostkowych wzajemnie prostopadlych wektorow i, j taka, ze [i,j] = +1.

Warunki (1)—(4) przyjmujemy dalej jako aksjomatyczng definicj¢ pola réwnolegloboku. Pole
trajkata o ramionach a, b definiujemy jako 1/2[a, b]. Plaszczyzna, w ktorej okreSlono pole
rownolegloboku, spelniajace warunki (1)—(4), nazywa si¢ plaszczyzna zorientowana. MoZna
sprawdzi¢, ze plaszczyzng da sie zorientowa¢ dokladnie na dwa sposoby (warunki (1)—(4)
wyznaczaja pole z doktadnosciag do znaku). W dalszym ciagu zakladamy, ze plaszczyzna jest
zorientowana. Zajmiemy sie teraz formalnym opisem ruchu, przy czym ograniczymy si¢ do
przypadku, w ktérym ruchomy obiekt powraca do polozenia wyjsciowego. Wektorem ruchomym
r nazywamy gladka funkcj¢ wektorowa okre§lona w przedziale {0,27) i spelniajaca warunek

r(0) = r(27) (przedziat <0,27x) moze by¢ zastapiony przez jakikolwiek inny, nasz wybor zostal
podyktowany wygoda rachunkowg). Argument funkcji r interpretujemy jako czas: mowimy, ze
wektor ruchomy r zajmuje w chwili ¢ € {0,2x) polozenie r(r). Gladkos¢ oznacza tutaj, ze funkcja r
ma w kazdym punkcie pochodna (oznaczang dalej 7), tzn. jesli r(r) = (a(t), b(1)), to r(1) =

= (a'(1), b'(r)) i ze pochodna ta jest funkcja ciagla. ZaloZenia te mozna oslabi¢, ale nie bedziemy
si¢ nad tym zatrzymywali. Przypomnijmy jeszcze, ze F(r) interpretujemy w mechanice jako
predkos$¢ wektora ruchomego r w chwili 7.
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Rozwigzanie zadania F 206. Po wychyleniu
z polozenia rdwnowagi (punkt 0 na rysunku)
na winde zaczyna dzialad sila przycisgania
grawitacyjnego F skierowana do srodka
pierscienia, W punkcie odleglym o x 0d
sila AF przyciggania windy przez maly
element pierscienia 0 masie AM; ma wartosc
1F; = -G —; i —
i jest skierowana pod katem x do osi, przy
czym
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Wypadkowa sif pochodzacych od

wszysikich mas AM | jest wigc rowna
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Poniewaz rozmiary piericienia sg duzo wigksze
od dlug cvlindra, sifa p fgajaca
w przyblizzniu proporcionalna do wychylenia
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Ruch windy jest w tym przyblizeniu ruchem
harmoniczaym o okresie
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Po podstawieniu danych otrzymujemy

T = 18 dni. Jak widaé, pomysl takiego
napedu windy trzeba odrzucié.
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Definicja. Polem zakre§lonym przez wektor ruchomy r nazywamy liczbe 5 5 [r(r), F(2)]dr.
0

Latwo wskaza¢ intuicj¢ geometryczng objasniajaca przyjeta definicje: pole zakre$lone przez
wektor r w malym przedziale czasu (¢, 1+ At} jest w przyblizeniu réwne polu tréjkata o ramionach

1
r(z), r(t+At), tzn, liczbiez [r(r), r(t+41)] = % r(r),% (r(f+Af)—r(r))] (A1) =

= —;— [r(1), 7 (1)) At. Aby znale¢ pole zakreSlone przez wektor r w calym przedziale czasowym
<0,27, sumujemy pola opisanych wyzej tréjkatow, a nastepnie przechodzimy do granicy.

Niech teraz r bedzie wektorem ruchomym nie przechodzacym przez poczatek ukladu, Zalozenie
to oznacza, ze r(r) # 0 dla wszystkich t € {0,2%). Istnieje wowczas funkcja ciagla ¢ w przedziale
0,27} taka, ze r = |r|(icosp+Jjsing). Jest ona wyznaczona jednoznacznie z dokladnoécia do
stalej bedacej wielokrotnoscig liczby 27, Z warunku r(0) = r(27) wynika, ze @(0) = @(2n)+ 2mn
dla pewnej liczby calkowitej n. Liczbe n nazywamy indeksem wektora ruchomego r (nie
przechodzacego przez poczatek ukiadu) wzgledem 0 i oznaczamy ind(r, 0). Indeks ind(r, 0)
mozna opisa¢ nieformalnie jako liczbg obiegow wektora r wzgledem poczatku ukladu,
Zainteresowany tym pojeciem Czytelnik znajdzie szczegotowy i przystepny wyklad podstawowych
wlasnosci indeksu w ksiazce A. Birkholca Analiza matematyczna dla nauczycieli,

Lemat. Jezeli wektor ruchomy r nie przechodzi przez poczatek ukiadu, to

k0 25" [r(0), # ()]
2 o r(r)?

Dowdéd. Niech @ bedzie taka funkcia ciagla, Zze r = [r|(icosp+jsing). Z zaloZenia, Ze r jest
funkcja g!adkii. wynika istnienie i ciagglo$¢ pochodnej ¢. Latwo sprawdzi¢, ze [r, /] = g,
a wigc

dt = ind(r, 0).

2n 2z
1 [r(0), # (1)) 1 ; 1 :
b § g = § p()dt = — (p2n)—(0)) = ind(r, 0).

Mozemy teraz nadac $cisly sens wypowiedzi naszego twierdzenia i udowodnié je. Odcinkiem
ruchomym o diugoici d > 0 bedziemy nazywa¢ pare yektoréw ruchomych r,, r; taka, ze
fry(t)—r2(1)| = d dla wszystkich 7 € {0,27). Liczba pelnych obrotéw odcinka ruchomego r,, 2
nazywamy indeks ind(r; —ry, 0). Aby udowodni¢ twierdzenie, rozwazmy odcinek ruchomy r,, r;
a b
o dlugosci a+b (@ > 0, b > 0) i oznaczmy r = =T i+ ?rz. Jest to wiec wektor wodzacy
a a

punktu lezacego w odleglofciach @ > 0i b > 0 od korficow odcinka (r—r,| = b oraz [r—r;| = a).
Zgodnie z przyjeta definicja pola mamy:

2n 2n

{ @), h(Olde =25, dla k=1,2 oraz § [r(r), #(0)]dr = 2.

0

Z drugiej strony stosujac udowodniony lemat do wektora r,—r, i uwzgledniajac fakt, ze
(r2—ry)* = (a+b)?, otrzymujemy

2z

§ [r2(0)—ri(@), #2(6)— (1))t = 27(a+b)?n.

0

Catkujac tatwa do sprawdzenia tozsamo$é
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iwstawiajac do otrzymanej rownosci obliczone wyzej catki dostajemy teze twierdzenia.

[r, 7] =




