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Podstawiajac te wartosci do (2) otrzymamy

(4) ILm.1= S Qa2dBj2 = Qa2Bj2, ILmbl= ~QR2dBj2 = QR2Bj2,

gdzie Lmbma zwrot osi solenoiduZ, a Lm. - przeciwny; B jest poczatkowa wartoscia pola
magnetycznego wewnatrz solenoidu. Zatem calkowity moment pedu po wylaczeniu pradu jest
równy

W drugim tomie wykladów Feynmana w rozdziale siedemnastym autor podaje czytelnikom do
rozwiazania pewien paradoks, który pózniej zyskal miano "paradoksu dysku Feynmana".

Feynman proponuje, aby rozwazyc cienka kolista plastykowa tarcze, która moze sie swobodnie
obracac wokól osi (rys. l). Na tarczy wspólosiowo znajduje sie solenoid, przez który przeplywa
prad elektryczny czerpany z malej baterii, takze umieszczonej na tarczy. Konstrukcje uzupelnia
kilka malych metalowych kulek umieszczonych w poblizu brzegu tarczy i izolowanych od siebie
i od solenoidu. Kazda z kulek jest naladawana ladunkiem elektrycznymQ. Niech tak
skonstruowany dysk spoczywa.

Przypuscmy teraz, ze bateria zostala odlaczona od solenoidu. Przerwanie pradu w obwodzie
spowoduje zanik znajdujacego sie wewnatrz solenoidu, równoleglego do osi tarczy pola
magnetycznego. Pojawi sie zatem, zgodnie z prawem indukcji elektromagnetycznej Faradaya,
indukowane pole elektryczne. Linie sil tego pola beda okregami wspólsrodkowymi z osia tarczy.
W efekcie naladowane kulki na obwodzie tarczy doznaja dzialania pewnej sily elektrycznej,
stycznej do obwodu. Tak wiec zanik pradu w solenoidzie spowoduje obrót tarczy i pojawienie sie
momentu pedu. Przeczy to jednej z fundamentalnych zasad zachowania w fizyce, a mianowicie
zasadzie zachowania momentu pedu.

To nagle pojawienie sie momentu pedu tarczy nie jest efektem mechanicznym wynikajacym
z jakiegos szczególnego sposobu realizacji wylaczenia pradu w solenoidzie. Rozwiazanie
paradoksu lezy w stwierdzeniu, iz pole elektromagnetyczne ma swój wlasny moment pedu, który
po zaniku pradu przekazywany jest tarczy.

Moment pedu pola elektromagnetycznego wyraza sie wzorem

(1) LEM = to ~T x (Ex B)oxdydz,

gdzie E jest natezeniem pola elektrycznego,B - indukcja pola magnetycznego w punkcieT, a to

jest przenikalnoscia dielektryczna prózni.
Przed wylaczeniem pradu mamy wewnatrz solenoidu pole magnetyczneB wytworzone przez
poruszajace sie elektrony i pole elektryczneE naladowanych kulek znajdujacych sie na obwodzie
tarczy. Zatem LEMjest rózny od zera. Przerwanie pradu w obwodzie solenoidu spowoduje zanik
pola magnetycznego, a wiec zanikLEM.Jednak calkowity moment pedu ukladu nie zmieni sie,
bo na jego miejsce pojawi sie moment pedu tarczy. Dowód tego, iz moment pedu pola
elektromagnetycznego i moment pedu tarczy sa równe, przeprowadzil przy uzyciu zlozonej
analizy wektorowej G. G. Lombardii.

Zaproponowano równiez nieco inny eksperyment, który mozna latwiej przeanalizowac.
Nieskonczenie dlugi solenoid o promieniuR,w którym plynie prad l, umieszczony jest
wspólosiowo miedzy dwiema rurami (o promieniacha i b i dlugosci l ~ b > a) naladowanymi

równomiernie ladunkami -Q i +Q (rys. 2). Rury moga sie swobodnie obracac wokól wspólnej
osi.

W chwili poczatkowej obie rury spoczywaja, czyli ich m~ent pedu jest równy zeru. Wylaczmy
w pewnym momencie prad w solenoidzie. Spowoduje to zanik równoleglego do osi pola
magnetycznego B. Powstanie indukowane pole elektryczne, które dzialajac na ladunki
umieszczone na powierzchni rur spowoduje ich obrót w przeciwne strony. Mechaniczny moment
pedu rur bedzie równy momentom sil scalkowanym po czasie

(2) ILm.1= ~aQE.dt, ILmbl= ~bQEbdt,

gdzie E. i Eb to pole elektryczne dzialajace odpowiednio na wewnetrzna i zewnetrzna rure.
Zgodnie z prawem Faradaya

QB(R2-a2) "-
Lm = Lmb-Lm. = ----- z.

2

Obliczmy teraz moment pedu pola elektromagnetycznego przed wylaczeniem pradu w
w solenoidzie. Zgodnie z przyjetymi warunkami pole magnetyczne istnialo tylko wewnatrz
solenoidu. Natomiast pole elektryczne jest równe zeru wszedzie poza obszarem miedzy rurami i,
jak wynika z prawa Gaussa, ma ono wartoscE = Qj(2ntorl) i kierunek radialny. Zatem
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Rys. I. Dysk Feynmana.
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calkowanie we wzorze (1) rozciagac sie bedzie na obszar, w którym istnieja jednoczesnie polaE i B.
Wykorzystujac symetrie kolowa opisanego ukladu mozemy napisac

R

" ~ rQB(2nrl). QB(R2-a2) "LEM = ZEo ----dr = ----- z.
2nEorl 2a

Wykazalismy, iz istotnie moment pedu pola równy jest mechanicznemu momentowi pedu rur,
który pojawia sie po wylaczeniu pradu w solenoidzie. Zasada zachowania momentu pedu nie
zostala naruszona.

Istnieja inne, bardziej dostepne obserwacji zjawiska, w których ujawnia sie moment pedu pola
elektromagnetycznego. Rozwazmy na przyklad elektron w modelu atomu Bohra. Ma on
okreslony, w zaleznsci od stanu, w którym sie znajduje, moment peduLa. Jesli za pomoca
elektromagnesu wy~worzymy jednorodne pole magnetyczneB prostopadle do plaszczyzny orbity,
lo pole elektryczne elektronu i pole magnetyczne zgodnie z relacja (l) dadza moment pedu
równy LSM = -er2B/2, gdzie r jest promieniem orbity elektronu w modelu Bohra. Zatem
zgodnie z zasada zachowania momentu pedu dla zrównowazenia powstalegoLE.M elektron
zyska w polu dodatkowy mechaniczny moment peduL1Lm= -LEM. Moment magnetyczny
stowarzyszony z tym momentem pedu jest równym = -eLJLm/(2me) = -e2r2B/(4me), a wiec
ma kierunek przeciwny do kierunku polaB. Jest to tzw. indukowany moment diamagnetyczny.
Pojawienie sie w obecnosci polaB dodatkowego momentu peduL1Lmoznacza, ze elektron
obraca sie z dodatkowa czestosciaWp = IL1Lml/(mr2)= eIBI/(2m) zwana czestoscia Lannora.
Tak wiec diamagnetyzm mozna uwazac za konsekwencje zasady zachowania momentu pedu.

Na zakonczenie zauwazmy, ze skoro pole elektromagnetyczne niesie pewien moment pedu,
nie powinien nikogo dziwic fakt, iz foton, który jest kwantem tego pola, ma wlasny moment
pedu (spin). Poza tym warto pamietac, ze obIekt fizyczny nie bedacy w ruchu moze miec pewien
moment pedu. "Dysk Feynmana" jest tego przykladem.

Kacik olimpijski Wezmy trzy punkty A, B, C na
sferze nie lezace na jednym kole
wielkim. Przez kazde dwa z nich

poprowadzmy kolo wielkie sfery.
Te trzy kola wielkie dziela sfere
na 8 czesci zwanych trójkatami
sferycznymi. Katy ~A, ~ B, ~ C
miedzy stycznymi do luków kól
wielkich nazywamy katami
trójkata sferycznego, a luki

c = AB, a = Be. b = CA kól
wielkich - jego bokami
(mierzymy je w radianach).

przy takim podziale sfery j~den z trójkatów ma wszystkie boki
i katy mniejsze odn. Taki trójkat nazywamy eulerowski. Miedzy
jego bokami i katami zachodza zwiazki:

(1) b-c < a < b+e, a+b+e < 2n,

(2) n < A+B+C < 3n.
Wzór sinusów

sina sinb sine
(3) --=--=--.

sinA sinB sinC

Wzory cosinusów

(4) cosa= cosbcose+sinbsinecosA,

cosA = -cosBcosC+sinBsinCcosa.

Wzory cotangensów

(5) sinectga-sinBctgA = cosecosB,

sinectgb-sinActgB = cosecosA.

Analogiczne wzory otrzymujemy dla pozostalych boków i katów.

Rozwiazemy teraz zadanie 6 z trzeciego etapu XXXIII OM-
uzywajac jednego z powyzszych wzorów.

Udowodnic, ze w dowolnym czworoscianie suma wszystkich
katów dwusciennych jest wieksza odm.

t5

Opiszemy najpierw pewna ogólna konstrukcje.

Rozpatrzmy niewielka - tzn. przecinajaca tylko trzy sciany -
sfere o srodku w wierzcholku czworoscianu. Te trzy sciany (i trzy
krawedzie) wyznaczaja na sferze boki (i wierzcholki) trójkata
sferycznego eulerowskiego. Miary jego boków to miary katów
plaskich przy wierzcholku, a miary jego katów to miary katów
dwusciennych. Stosujemy lewa czesc nierównosci (2) do
wszystkich wierzCholków czworoscianu i sumujemy stronami.
Po lewej stronie nierównosci bedzie4n, po prawej - podwojona
suma wszystkich katów dwusciennych.

Mozna zauwazyc, ze stosujac konstrukcje opisana w rozwiazaniu
i wzory (3) - (5) dostajemy przepis na rozwiazanie dowolnego
naroza (tzn. okolic wierzcholka czworoscianu), o ile tylko mamy
wystarczajaco duzo danych poczatkowych.

Zadania

1. Wykazac, ze jesli wszystkie katy dwuscienne czworoscianu sa
ostre, to wszystkie jego sciany sa trójkatami ostrokatnymi.

(zadanie 6 z zawodówID stopnia XXXIV Olimpiady)

2. Udowodnic, ze w kazdym czworoscianie istnieje wierzcholek,

przy którym trzy katy plaskie sa ostre:
(1O-I-XXVIII)

3. Udowodnic, ze suma szesciu katów, pod którymi widac
krawedzie dowolnego czworoscianu z dowolnego jego punktu
wewnetrznego, jest wieksza od 540°.

(zadanie 3 z III Austriacko:Polskich Zawodów Matematycznych)

4. Udowodnic, ze jezeli wszystkie sciany czworoscianu sa trójkatami
przystajacymi, to te trójkaty sa ostrokatne.

(12-I-XlI)
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