S INPUT C
10 FOR X=-32 TO 31
20 FOR ¥Y=-21 TO 20
30 IF 10#X+MaY el XY I #C+XRXA XXX+
YaYa¥aYeY <= O THEN PLOT X+32,Y+21
40 NEXT ¥
50 NEXT X
B0 PRINT AT 0,0;"SKALA ";C3":1"
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Powiekszenia mikrokomputerowe

Dr hab. Jerzy JURKIEWICZ

Znacie mikrokomputer ZX81 Sinclaira? Mozna go kupi¢ za kilkanascie dolaréw. Niektorzy
twierdza, Ze jego ,,ploty’” sa zbyt grube, a wigc obraz wytworzony przez to urzadzenie na ekranie
TV ma zbyt malg rozdzielczo$¢ dla subtelnych zastosowan graficznych. Otoz chece Was przekonad,
Ze to nieprawda. Jezeli jaki$ szczegol ogladanego na ekranie rysunku jest za maly i niewyrazny,
wystarczy powigkszy¢ skalg! Oto przyklad.

Interesuje nas krzywé K o rownaniu
(%) 10 X2Y(X—Y)+ X5+ Y5 =0,

to znaczy zbiér punktow plaszezyzny, ktorych wspolrzedne spetniajg to rownanie. Komputer
bedzie szukal punktow tej krzywej probujac rozne pary liczbowe X, Y. Ze wzgledu na bledy
zaokraglen jest jednak mato prawdopodobne, aby otrzymac dokladnie rownosé () nawet, gdyby
znalezione X i Y stanowily dokladne rozwigzanie. Praktyczniej bedzie zastapié¢ rownanie (%)
nierdwnoscia

(#%) 10X V(X—Y)+X°+Y5< 0,

.

Jezeli komputer zaczerni na ekranie ,,punkty”, ktorych wspolrzedne spelniajg te nierdwnosé,
to krzywa K odnajdziemy jako brzeg zaczernionego obszaru.

(Dociekliwym Czytelnikom wyjasniam, ze wielomian wyst¢pujacy w rownaniu (*) nie ma
czynnikow wielokrotnych, wigc ma on rézne znaki, po obu stronych kazdej galezi krzywej K.)

I jeszcze jedno. Poniewaz, jak si¢ przekonamy, interesujacy jest punkt (0,0) naszej krzywej, wigc
aby lepiej zobaczy¢ jego otoczenie, przesuniemy rysunek na ekranie o wektor (32,21) tak, aby
punkt (0,0) przenidst si¢ na srodek ekranu. Tlumaczy to instrukcje ,,... THEN PLOT X+ 32,
¥Y+21"" w linii 30 programu (rys. 1).

Teraz zlecamy komputerowi sprawdzenie wszystkich punktoéw o wspotrzednych calkowitych

X, Y, gdzie —32 £ X < 31, —21 < ¥ < 20. Jezeli dla pewnego punktu (X, ¥) zachodzi nierownosé
(*#+), to odpowiedni kwadracik ma by¢ zaczerniony. Troche to potrwa, bo do przebadania jest
64 x 42 = 2688 punktow. Program przedstawiony jest na rysunku 1. Wystepuje tam poza Xi ¥
zmienna C, ktéra oznaczaé bedzie skalg powigkszenia, o czym dalej. Na razie nadajemy jej
wartosc¢ 1, to znaczy po uruchomieniu programu wczytujemy 1.

Po NEWLINE (czyli ENTER) na ekranie stopniowo ukazuje si¢ zaczerniony obszar rysunku 2.
Jak widac, w okolicy srodka ekranu krzywa K, czyli brzeg zaczernionego obszaru ma jakas
osobliwos¢, prawie niewidoczng w tej skali. Po RUN dla uzyskania np. trzykrotnego powiekszenia
wezytujemy 3. Powstanie obraz widoczny na rysunku 3. Ocgywiscie zwickszenie skali odbylo

si¢ kosztem zmniejszenia ogladanego fragmentu krzywej.

Powi¢kszenie dziesieciokrotne jest ukazane na rysunku 4. Wida¢ juz wyraznie, ze krzywa ma dwa
\,liscie’” wyrastajace ze Srodka ekranu. Nadal niejasne jest jednak, co dzieje si¢ bezposrednio nad
srodkigm. Kolejne powigkszenia widoczne na rysunku 5, rysunku 6 i rysunku 7 wyjasniaja
sprawg. W gore wyrasta szpiczasta galaz krzywej, tak zwany cusp (czyt. kasp). Przy skali 500:1
(rys. B) ukazany fragment krzywej K sprowadza sig, praktycznie biorac, do trzech prostych.
Dalsze powiekszenia nic juz nie wniosg. Rysunek 8 mozna interpretowac nastepujgco, postugujgc
sig rownaniem (#). Dla X' i Y bardzo bliskich zeru (w poréwnaniu z 1) skladnik X%+ ¥5, ktory
jest stopnia 5, jest bardzo maly w porownaniu ze skladnikiem 10- X2¥(X — Y), majacym stopien 4.
Zatem w poblizu punktu (0,0) krzywa K opisana jest dos¢ dokladnie rownaniem

X*¥Y(x-y)=0,

a wigec omalze pokrywa si¢ z suma prostych X = 0, ¥ = 0i X—Y = 0. Istotnie widzimy, Ze te
wlasnie proste stanowia brzeg czarnego obszaru w poblizu punktu (0,0). Nie zapominajmy, Ze ten
punkt umiescilismy na $rodku ekranu! Opisane linie nazywamy prostymi stycznymi do galezi
krzywej K w punkcie (0,0). :

Wroc¢my do rysunku 2, ktory przedstawia krzywa w skali 1:1 (oczywiscie dla danego ekranu).

Dla dalekich od zera (w porownaniu z 1) liczb X i Y skladnik X°+ ¥* jest duzy w porownaniu ze
sktadnikiem 10 X2Y(X—Y), wigc rownanie (*) jest dobrze przyblizane réwnaniem X*+ ¥* = 0.

W dziedzinie liczb rzeczywistych opisuje ono prosta X+ ¥ = 0, bo X* = —Y* = (- Y)* <« X=-F.

&3
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&9 punktu widzenia.

Te wiasnie prosta widzimy (w przyblizeniu) na rysunku. Wyznacza ona tak zwany punkt
w nieskoficzonosci albo punkt niewlasciwy krzywej K. Gdyby ekran ukazywal rozwiazania
: nierzeczywiste (zespolone), zobaczylibySmy jeszcze cztery pozostale punkty w nieskoniczonosci,

2w 2n
‘odpowiadajace ,,prostym™ X = ¢*. Y, gdzie ¢ = cos =5 + isin =TT ak=1,3,71lub9 (rys. 9).

Widzimy wiec, ze ogladajac krzywa K w roznej skali mozemy zbadac ja z lokalnego i z globalnego

& Wroc¢my do parametru C. Niech C bedzie liczbg rzeczywista rézng od zera i niech K’ oznacza

Sprébuj, Ceytelniku, obejrzec Krzywa o
rownaniu
X1-¥Yi4+¥Y4=0.

~ Inne ciekawe rysunki moina otrzymac
rozpatrujac rownania postaci

+w(X,¥) =0,

gdzie w(X, ) jest wielomianem jednorodnym
stopnia wigkszego niz ny +ny+ ... 4y, ten,
wl{X,Y)= Bo X+ B, Xn-1Y+ ... +

+ By (XYn-) 4 By X,

gdzie n > my+ .- + 0K rvsunku 1.

Czego nie potrafi komputer

Mgr Jarostaw DEMINET

Czy komputer potrafi wszystko?
Wiadomo, Ze obecnie wiele problemow przekracza mozliwosci

. wspolczesnych komputerow, np. gra w szachy (na poziomie

mistrza §wiata) albo niezawodna prognoza pogody. Nie ma jednak
podstaw do przypuszczen, ze tych akurat probleméw nie da sig
rozwigzaé kiedy$ w przyszlosci. Czy jednak istniejg problemy,

- ktorych zaden komputer nigdy nie rozwiaze? Okazuje sie, Ze tak.

Niektore z nich sa zresztg bardzo proste.
Oto przyklad.

‘Wiadomo, ze kazdy niebanalny program komputerowy zawiera
petle, tzn. ciggi instrukcji wykonywane wielokrotnie.
Kontynuowanie obliczen w petli przebiega do momentu spelnienia
okreslonego warunku, np. w algorytmie szybkiego sortowania
(Delra 9/1985) zewnetrzna petla wykonywala sie, dopoki i < j,

a zatem konczyla sig, gdy i = j. Zarowno i, jak i j byly zmieniane
wewnatrz petli, przy czym i bylo zwigkszane, a j zmniejszane.

. Mozna dowies¢, ze po skonczonej liczbie wykonan petli

rzeczywiscie obie zmienne przyjma takie wartosci, ze i = j. Co
jednak byloby, gdybySmy piszac algorytm zrobili jaki§ blad

- igdyby dla pewnych danych wejsciowych warunek i = j nigdy nie

byl spelniony? PowiedzielibySmy wowczas, ze program sig
zapetlit — pewien jego fragment wykonywatby si¢ nieskonczenie
diugo i wymagalby przerwania z zewnatrz. Oczywiscie sytuacja
taka jest przykra i kazdy chce jej unikngé. Wlasnos¢ programu
polegajaca na tym, ze program zawsze zakonczy swoja prace,
nazywamy wlasnoscig stopu. Na ogol potrafimy udowodnic
wrecznie’” wlasnosc stopu dla swojego programu. MozZe wobec

. lego mozna napisa¢ program komputerowy, ktory potrafitby
automatycznie dowodzi¢ wiasnos¢ stopu lub jej brak dla
dowolnego programu? Okazuje sig, Ze nie, a najprosciej tego
dowies¢ przez sprowadzenie do sprzecznosci.

Przypusémy, ze mamy procedure WEASNOSC—STOPU (X),
IF dla ktorej parametrem X jest tekst dowolnej procedury, zapisanej -
E w jakims jezyku programowania. Procedura daje w wyniku

ey —

5

krzywg powstala z K przez C-krotne powigkszenie. Mamy

(X,Y)eK'« (X/C, Y/C)e K,

a zatem krzywa K’ opisana jest rownaniem
10(X/C)*(Y/C) (X]C—Y[C)+(X/C)*+ (Y/C)* = 0.

Mnozac obie strony przez C* mamy

10X2Y(X=Y) - C+X5+ Y5 = 0.

Jezyk BASIC ma co prawda operacje potegowania, ale jest ona poprawna tylko dla dodatnich
argumentow. Komplikowaloby to program na tyle, ze praktyczniej bedzie w naszym przypadku
napisac X+ X»X«XeX zamiast X#+5 itd. Wyjasnia to posta¢ najwazniejszej, 30 linii programu na

wartos¢ logiczng prawda, gdy procedura X ma wlasnos¢ stopu,
za$ falsz, gdy tej wlasnosci nie posiada. Oczywiscie dysponujemy
tekstem procedury WLASNOSC—STOPU. Teraz mozemy
napisac¢ bezparametrowa procedurg:
ZAGADKA:
dopoki WEASNOSC—STOPU (ZAGADKA) wykonuj
poczatek
nic nie réb
koniec

Tekst tej prostej procedury przekazujemy jako parametr
procedurze WEASNOSC—STOPU. Jaki bedzie wynik?

Zalozmy, 7¢ WLASNOSC—STOPU (ZAGADKA) jest prawda.
Ale to znaczy, ze warunek petli w procedurze ZAGADKA bedzie
zawsze spelniony, a zatem petla bedzie si¢ wykonywac
nieskonczenie i ZAGADKA nie ma wlasnosci stopu.

Zalozmy, ze WEASNOSC—STOPU (ZAGADKA) jest falszem,
To znaczy, ze petla w procedurze ZAGADKA nie wykona si¢ ani
razu i procedura od razu zakonczy sig, a zatem ma ona wiasnos¢
stopu.

W obu przypadkach dochodzimy do sprzecznosei. Oznacza to, ze
procedura WEASNOSC—STOPU o szukanych wlasnosciach nie
istnieje. Sprzecznos¢ zniknie, gdy zalozymy, ze procedura
WEASNOSC—STOPU sama nie ma wlasnosci stopu, tzn. Ze dla
niektorych wartosci swojego parametru (dla niektorych procedur)
nie daje w ogole odpowiedzi w skonczonym czasie. Ale to juz nie
to...

A wiec nigdy nie da sie zaprogramowac komputera tak, aby
okreélal, czy dowolny program zakonczy swoja prace. Mowimy,
ze wlasnos¢ stopu nie jest rozstrzygalna. Okazuje sig zreszta, ze
wiele innych wlasnosci programéw nie jest rozstrzygalnych. Nie
istnieje np. algorytm znajdujacy zbedne instrukcje i zmienng
(zbgdne — tzn. takie, ktore zawsze beda ominiete przez program).
Mozna bowiem dowies¢, ze gdyby taki algorytm istnial, to
pozwolilby on réwniez na dowodzenie wlasnosci stopu.

A dla programistow wynika z tego moral: zaden komputer nie
sprawdzi naszych programow calkowicie i do konca. Musimy
blysna¢ intuicja i sami znajdowaé dowody wiasnosci stopu naszych
Programow.



