Metoda Monte Carlo
a ruchy Browna

Dr hab. Ryszard KUTNER

W ostatnich kilkunastu latach, wraz z prawdziwa inwazja nie
tylko w wielu galeziach nauki roznego typu komputerdow
najnowszych generacji, nastapit szybki rozwoj m.in. numerycznych
metod symulacji komputerowej. Znalazly one zastosowanie
glownie'w dziedzinie fizyki materii skondensowanej, w teorii

pola, w fizyce stosowanej czy tez w dziedzinie chemii fizycznej,
przyczyniajac si¢ w istotny sposob do ich rozwoju. Do perfekcji
doprowadzono metody: deterministyczna dynamiki molekularne;j,
deterministyczno-stochastyczna dynamiki Langevina, a przede
wszystkim, szybsza od innych stochastyczng metode Monte Carlo.
Szczegodlnie spektakularnym, a zarazem pogladowym

przyktadem zastosowania tej ostatniej metody moze by¢
symulowanie komputerowe ruchéw Browna.

Poglebiong fizyczng analiz¢ ruchéw Browna Czytelnik moze znalezé np.
w dwuczesciowym artykule B, Cichockiego pt. ,,Ruchy Browna”, Deltanr 4 i 5
(1983),

Zrozumienie istoty zjawiska ruchow Browna nastapilo na
poczatku biezgcego stulecia i zwigzane jest z nazwiskiem

Alberta Einsteina, Paula Langevina, a przede wszystkim Mariana
Smoluchowskiego, ktoéremu zawdzieczamy wyjasnienie
mechanizmu tego zjawiska. Poréwnanie przewidywan teorii

z doswiadczeniem pozwolito Jeanowi Perrin na wyznaczenie m.in.
liczby Avogadra, a zatem bezwzglednych mas atomowych

i stanowito przekonujacy dowod realnosci tzw. hipotezy
atomistycznej.

Charakterystyczna wlasno$¢ ruchow Browna to wystepujaca
nieustannie nieregularna zmiana polozenia czasteczki o rozmiarach
rzgdu 10-* cm, zawieszonej w cieczy lub w gazie, wywolana
przypadkowymi potraceniami ze strony otaczajacych ja znacznie
mniejszych czasteczek oSrodka. Inaczej méwiac — na czasteczke
zawiesiny dziala fluktuujgca sita spowodowana chaotycznymi,
nieskompensowanymi uderzeniami czasteczek osrodka. Wynik
pojedynczego, catkowicie przypadkowego zderzenia jest bardzo
maty (w skali makroskopowej), jednak sumarycznym efektem
duzej liczby tych zderzen moze by¢, obserwowane przez mikroskop
nawet o niewielkim powigkszeniu, znaczne wypadkowe
przesunigcie przypadkowe czastki zawiesiny. Przypadkowosc ta,
przejawiajaca sie w postaci zygzakowatej trajektorii bladzacej
czastki zawiesiny, lezy u podstaw symulacji ruchéw Browna
metoda Monte Carlo.

Metoda Monte Carlo zostata omdwiona np. w szesciocrgiciowym artykule R,
Ziclinskiego pod wspélnym tytulem: ,,Metody Monte Carlo", Defta nr 9—11
(1975) oraz Delta nr 1—3 (1976).

Metoda ta pozwala na zbudowanie modelu numerycznego — jest
on zrealizowany w postaci (odtworzonego na drodze numerycznej)
procesu stochastycznego Markowa, zwanego w tej sytuaciji
dokladniej blgdzeniem przypadkowym. Najistotniejszym
elementem tego, W istocie rzeczy uproszczonego modelu, jest
przypadkowe wybieranie przez komputer kierunku kazdego,
kolejnego elementarnego przesuniecia Ar; czastki (=1, ..., N,
gdzie N jest calkowita liczba elementarnych przemieszczen).

REM Ruch Browna Poledynczedo

REM satomu w zawiesinie,

REM Program wyznacza m.in <r°2(t)>
REM w eksPerdymencie komPuterowsm,

REM

REM Macierze i dane

DIM uC3@2 DIM w(SB): DIM o(5@): DIM r(30)
RERD tk,a,3,pP

DATA 4@.6,100,58

REM

REM -Tabela
PRINT "Czas eksPerdmentu=";tk;" CkMCI"
PRINT " i
PRINT ¢ PRINT
PRINT "(Dale) dowolny klawisz)"
PAUSE 81 CLS
REM

REM Punkt startu oznaczono Przez "0
LET 248=128' LET b@=76
REM

REM Segment dvfuzyiny
FOR J=1 7O =
RERINT e exPer. =" 0" " "liczba exPer,=")s
M
REM Rysule Polemnik 1 Punkt startouwy
PLOT 8,8: DRAW 8,151
PLOT @,151: DRAW 2T5,8
PLOT 255,151: DRAW 8,-131
PLOT 255,@ DRAM -295.8
CIRCLE 2@,b8.,4
REM RXREERELRERRESR
REM
REM PoJedynczy eksperument statustyczny
LET x@=a@: LET w@=b@
FOR t=1 TO tk
LET £=24PI%RND
LET dx=a%C0S (f21 LET x]lax@+dx
LET dy=a%SIN (f): LET 4l=yB+dy
IF x1>=235 THEN GO TO 41@
GO TO 428

LET x1=2%2%3-x1! LET dx=x1-x8
IF w1>=151 THEM GO TO 448
GO TO 458

LET 91=2%151-91' LET dy=yl-y@
IF x1<=8 THEN GO TO 470

GO TO 428

LET wl=-ul: LET dx=x1-x@

IF wi<=8 THEN GO TO 5@8

GO TO T390
LET wl=-y1

LET dy=wl-wB
REM FREXLEXRKERKARR
REM

REM Rysule kolelne Pozycle atomuy
PLOT x8,48: DRAW dx.dy
REM
REM Dblicza <r"2C%3>
LET utki=xl: LET witi=wl
LET diti=Cult)-a 3 ult)-a@ 4+ vt i~bB 24wl t )-bB )
LET xB=x1: LET w@=yl
NEXT &
FOR t=1 TO tk
LET pOtd=rCti+d(t s
NEXT ¢
REM
IF J>=2 THEN GD TO €38
PRINT "(Dalel dowolny klawisz)"
PAUSE B8' CLS

PRUSE P
IF ims THEN GO TO 720
CLS

NEXT J
PRINT "(DaleJ dowolny klawisz)"
2

PRUSE 8: CL
2 REM

REM Tabela
FRINT e "
FRINT "

Rl B b i

PRINT £i" e

PRINT "Teoretwczny wspP. dyfuzii D=";a¥a-4; "
Clednostki eksP. komPuterowsedo, tzn. 1kMC=13"
PRINT

PRINT "(Dale) dowolns klawisz)"

PAUSE ©@: CLS

REM
REM Konstrukcla wiskalowandch osi x-y
PRINT " 20 3" )
PRINT "r x1@": PRINT ! PRINT PRINT " 2" PRINT
PRINT = PRINT = PRINT ' PRINT « PRINT ' PRINT " {":
PRINT + PRINT : PRINT ' PRINT ' PRINT  PRINT ' PRINT
PRINT TRAB 29;">"
PRINT TRB 7;"2";TRB 12;"4";TAB 17,"6";TRB 22)"B")
TRB 26;"18")TAB 28; "tx3"

PRINT TAB 27, "LCkmC1" £

PLOT B,19: DRAW 235,09

PLOT 159.,@' DRAW 8,170

FOR i=4 TO 23 STEP 2
PLOT 1B%i-1,19: DRAW 8,3
NEXT i

FOR j=4 TO 16 STEP 2

PLOT 19,18%i-1: DRAW 3.0
NEXT J

REM

REM Dane do skalowania osi wx-v
READ k1,k2,k3.kd, kS, k6, k7, kB, k3
DATA 1,48,1,1,8,4,12,.,06,19
FOR k=kl TO k2 STEP k3
LET Q=kXkd4+kS
LET 9l=9kk6+k7

LET k@a=k-/2

LET kB=INT (kO8>

LET k®=2xke

IF kB<k THEN GO TO 1168

LET r2=rda)fk8+k3

CIRCLE 91,r2,2

LET dt=ataxe

LET dZ=dtiks+k9

PLOT 21.d2

NEXT k
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W zalgczonym obok programie na popularny komputer ZX
Spectrum 48K firmy Sinclair ma to miejsce w petli wewnetrznej
rozpoczynajacej sie w linii 350, a konczacej w linii 610.
Mianowicie w pojedynczym kroku, w linii 360, losowany jest kat
biegunowy f z przedzialu [0,2 7). Ten krok to wlasnie pojedynczy
krok Monte Carlo (kMC), ktory traktuje si¢ tutaj jako umowna
jednostke czasu. Kolejne jednostki indeksowane sg zmienna
sterujgca 1 przyjmujgcg wartos¢ poczatkowa r = 1 i koncowa

t = tk; th wprowadzono z zewnatrz w linii 90 w postaci danej
liczbowe;j.

Ohshugo progromu jest latwa, o minnowicie: po bezblgdnym wpisamu progran

pulera i uruchomicniu go klawiszem RUN naledy po prostu

vietlanych na ekra en umieszezonyeh w nawiisach,

womienie progrimu, no innym mikrok

WMpUlerze Wymaga, mestety,
¢ PLOT i DRAW

fub funkejn RN, a takie moze ulec amianie rola rkdw tnterpunkey

modylikagji. Na pravkiud 1 Alee miinie instrukcje gril

Nastepnie, w linii 370 obliczana jest x-owa skladowa elementarnego
przemieszczenia czastki, oznaczona tutaj przez dx, oraz x-owa
sktadowa nowego, aktualnego wektora polozenia czastki,
oznaczona przez x1. Analogicznie obliczane sa w linii 380
odpowiednie skladowe y-owe (zauwazmy, ze wektor poprzedniego
polozenia czastki oznaczono przez (x0, y0)). W ten sposob
bladzaca czasteczka przemieszcza si¢ z danego polozenia (x0, y0)
w sasiednie polozenie (x1, y1), przy czym prawdopodobienstwo
tego przemieszczenia na jednostke czasu (v), zwane takze

czestoscig przemieszczen, przyjeto rowne 1 kMC. (Fakt, ze czas
komputerowy r ma charakter dyskretny, nie ma w tym
Jjednoczastkowym przypadku wigkszego znaczenia.)

W wewnetrznej petli konstruowane jest wiec indywidualne
,.doswiadczenie’ komputerowe polegajace na generowaniu
dwuwymiarowego bladzenia przypadkowego pojedynczego punktu,
ktory kresli trajektori¢ swego ruchu na ekranie monitora.

Rysunki la i 1b stanowia kopig ekranu odpowiednio po
pierwszym i czterdziestym kMC. Trajektoria tego ruchu jest, jak
nalezalo oczekiwac, linia lamana zlozong z chaotycznie
ukierunkowanych prostych odcinkow. W kazdym
indywidualnym ,,do$wiadczeniu’® komputer oblicza (linie 580

N
i 590) zalezny od czasu kwadrat przesunigcia [AR(7)])* = ( Zdr‘,)z.
=t

Nastepnie, miedzy linia 620 a 640, usrednia te wielko$¢ po
utworzonym zespole statystycznym niezaleznych ,,doswiadczen'
(tzn. oblicza $rednig arytmetyczng tej wielkosci po liczbie
.doswiadczen™), dajac w efekcie zalezne od czasu $rednie
przesunigcie kwadratowe ([ 1R(1)]*>. Wyniki otrzymane

nir exPer =2 LicZba exper ..=100

z symulacji dla kazdej chwili czasu 7 zestawiono w tabelce, ktorg
komputer wyswietla na ekranie po zakonczeniu ,,eksperymentu”
(zalezne od czasu srednie przesunigcie kwadratowe oznaczono
przez {r"2 (7)»). Ponadto wyniki te prezentuje w postaci
wykresu (kotka na rys. 2) porownujac je z przewidywaniami
tearetycznymi (kropki na tym samym rysunku).
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Rys. 2. Srednie precsunigeie kwadratowe [ IR(1)]*) (oznaczone skrotowo prece
r*) jako funkcja czasu r. Kolkami zaznaczono wynik ,,doswiadczenia®
komputerowego, a kropkami dla poréwnania rezultat teoretyczny.

Moéna wykaznd, Ze no mocy stutystycrne) niezileznoscl eleméntirnych

Wykres skonstruowano dla zespolu statystycznego skladajacego sig
z s = 100 indywidualnych ,,do$wiadczen™, co, jak widac, zapewnia
zadowalajaca zgodnos¢ rezultatow ,,doswiadczalnych™

z przewidywaniami teoretycznymi. Liczba s jest dang
wprowadzona w linii 90 i w istocie rzeczy odpowiedzialna za
rozrzut statystyczny punktow ,,doswiadczalnych™. Przyjecie np.

5 = 400 znakomicie zmniejsza rozrzut wynikow, wydtuza jednak
znacznie czas ,,eksperymentu’’ komputerowego. Wydaje sig wiec,
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Rys. la. Kopia ekrianu monitora po wykonaniu pracz komputer drugicgo
weksperymentu’’ nalezqeego do zespolu statystyeznego. Linia lamana pokazuje
trajektorie czastki Browna do chwili t = 40 kMC (kélko na srodku rysunku
oznacza micjsce startu w chwili r = Q).

1

Rys. I1b. Analogiczna kopia ckranu po wykonaniu preee Komputer ostilnicgo.
setnego ,,eksperymentu’’.



#e s ~ 100 jest rozsadnym kompromisem — czas ,,eksperymentu””
nie przekracza bowiem w takim przypadku 25 minut. Oczywiscie
komputer mogtby oblicza¢ takze i inne, niemniej wazne,
charakterystyki ruchéw Browna i porownywac je z teoria, ale
tutaj chodzilo jedynie o naszkicowanie idei, a nie o wyczerpujaca
analize.

Jezeli niektorzy Czytelnicy cheieliby we wlasnym zakresie dokonaé
modyfikacji zamieszczonego programu, to warto dodatkowo
uwzgledni¢ np. stochastyczny charakter dlugoéci elementarnego
przemieszczenia. W tym celu nalezy wprowadzi¢ linie
przyktadowo o numerze 365, w postaci: LET / = —a*LN (RND)
oraz w linii 370 i 380 dokona¢ zamiany zmiennej @ na wyznaczong
powyzej dlugos¢ elementarnego przemieszczenia /. Myslg, ze
Czytelnicy rozumieja, jakiemu (unormowanemu) rozkladowi
prawdopodobienstwa podlega zmienna /. Nalezy zaznaczy¢, 7e

przy takim podejsciu wplyw warunkéw brzegowych (odbicie
czastki), przyjetych w programie, moze by¢ juz istotny. Wymaga
to wigc ich zamiany na tzw. periodyczne warunki brzegowe.

Innym, ambitnym zagadnieniem, ktore mogibym Ci zaproponowac,
Szanowny Czytelniku, do rozwiazania, moze by¢ np. wyznaczenie
prawdopodobieristwa powrotu czasteczki po czasie + do punktu
startowego. Prawdopodobieristwo to jest jedng z glownych
charakterystyk bladzenia przypadkowego. Warto doda¢ ponadto,
ze o ile ruchy Browna pojedynczej czasteczki sg wystarczajaco
przebadane, o tyle zagadnienie ruchow Browna wielu ;
oddziatujacych wzajemnie ze sobg czasteczek w skondensowanej
zawiesinie jest obecnie przedmiotem intensywnych badan i wydaje
sig, ze wiasnie symulacje komputerowe (zwlaszcza metoda Monte
Carlo) moga przyczynic sie do ich glebszego zrozumienia.

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 445, Czy szachownice o wymiarach 10x 10 mozna pokry¢ kostkami domina o wymiarach 2x 1
w taki sposob, by dokladnie polowa z nich byla ustawiona poziomo?

Rozwiazanie na str. 14

M 446. Wykazac, ze czworokaty wypukle o tych samych srodkach bokéw majg rowne pola.

Rozwigzanie na str, 2

M 447, Startujaca z zera czastka bladzi losowo po prostej w taki sposob, Ze
z prawdopodebienstwem p wykonuje krok o jednostke w prawo, z prawdopodobienstwem
g = 1—p w lewo; kolejne kroki sa niezaleine. Niech S, oznacza polozenie czastki po n krokach.

. g\

Obliczy¢ E| —) .
P

Rozwiazanie na str, 7

Rys. 1

Rozwigzanie na str. 6

Redaguje mgr Rafal STARONSKI

F 204, Piorunochron sklada sie ze sztywnego prostoliniowego przewodnika i otaczajacej go
metalowej rurki o promieniu b = 1 cm (rys. 1). W wyniku przeplywu pradu wyladowania
atmosferycznego rurka ulegla zgnieceniu. Wyjasnij dlaczego? Oszacuj wielkos¢ fadunku

P elektrycznego, jaki przeplynal przez piorunochron, jesli wiadomo, ze rurka moze wytrzymac
E’l ciSnienie nie wigksze niz 30 kPa, a czas przeplywu pradu wynosi 1073 s,

F 205. Plaska tarcza o promieniu R, wykonana z dielektryka, wiruje ze stala predkoscia katowa

w w stalym polu magnetycznym B skierowanym prostopadle do tarczy. Na powierzchni tarczy
przymocowano wzdtuz cigciwy przewodnik o dlugosci / (rys. 2). Obliczy¢ roZnice potencjalow
migdzy koncem przewodnika i jego §rodkiem,

Rys. 2 Rozwiagzanie na str. 3
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