O grze w domino
inaczej

Doc. dr Wojciech
GUZICKI

Rys. 1. Sposdb napisania liczb na kamieniu
wskazuje, gdzie jest gora kamienia.
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Kazdy potrafi gra¢ w domino. Mozna jednak t¢ gre urozmaici¢. W listopadowym numerze
Scientific American z 1965 r. znany logik Hao Wang zaproponowal nastepujace urozmaicenie.

Kamienie domina maja teraz ksztalt kwadratu 1 x 1 podzielonego przekatnymi na cztery mﬁd,
w kazdej z tych czedci znajduje sig liczba naturalna, jak np. na rysunku 1. Bedziemy dysponowaé
kamieniami réznych typoéw (moéwimy, ze dwa kamienie majg ten sam typ, jesli sa na nich 4
napisane te same liczby w tych samych miejscach), przy czym mamy nieskoriczenie wiele kamieni
kazdego z posiadanych typow.

bedzie utozenie posiadanych kamieni tak, aby zapelni¢ nimi calg plaszczyzne. Musimy przy tym
przestrzegac zasad gry w domino — kamienie stykajace sie¢ bokami muszg mieé¢ przy
tych bokach napisana t¢ samg liczbe. *-

Zadanie to jest bardzo latwe, jesli dopuscimy mozliwoé¢ obracania kamieni. Dla przykiadu
rysunek 2 pokazuje, jak z kamieni takich jak na rysunku 1 moZna ulozyé kwadrat 2 x 2 majacy
te same liczby na goérnej i dolnej oraz na prawej i lewej krawedzi. Taki duzy kwadrat mozna
teraz uklada¢ obok siebie nieskoriczenie wiele razy.

To banalne rozwiazanie jest wiec, oczywiscie, malo interesujgce. Przyjmiemy zatem jako
regule gry, ze kamieni nie wolno obraca¢ ani przewraca¢ na druga strong. Wprowadzimy :
ponadto dwie definicje. Powiemy, ze zbiér typow kamieni jest rozwigzalny, jeéli kamieniami tych
typow mozna zapelnié¢ cala plaszczyzne. Rozwigzanie nazwiemy powtarzalnym, jesli powstaje
w wyniku wielokrotnego powtarzania pewnego prostokgta majacego takie same pary krawedz:
gornej i dolnej oraz prawej i lewe;.

Nasuwa sig teraz caly szereg pytan, na przyklad: czy kazdy zbiér typow jest rozwigzalny? Kamief
z rysunku 1 daje, oczywiscie, przyklad zbioru nierozwigzalnego — po polozeniu tego kamienia

nie mozna, zgodnie z regulami gry, dolozy¢ do niego nastepnego z zadnej strony. Moze jednak
jeden kamien to za malo, by stanowil zbior rozwiazalny? Okazuje sie, ze rozwigzalno$¢ zbioru
nie zalezy od jego wielkoSci — istnieja nierozwiazalne zbiory nieskoficzone. Kamienie z rysunku3
dla kolejnych liczb naturalnych n daja przyklad nieskoniczonego zbioru nierozwigzalnego.

Zauwazmy jednak, Ze za ich pomoca z latwoscig zapelnimy prawa gorng ¢wiartke plaszczyzny,

Po rozpatrzeniu przypadkow skrajnych: zbioréw jednoelementowych i nieskoriczonych
zastan6wmy si¢ nad mozliwymi sytuacjami dotyczacymi zbioréw skoriczonych. Niektére z tych
zbioréw sa rozwigzalne, inne nie. Dla przykladu zbidr trojelementowy z rysunku 4 nie jest
rozwiazalny (niech Czytelnik wykaze to!), natomiast zbiér z rysunku 5 jest rozwigzalny.
Przykladowe rozwiazanie powtarzalne jest pokazane na rysunku 6, Teraz oczywiscie nasuwa sig¢
pytanie, czy kazdy skoniczony zbior rozwigzalny ma rozwigzanie powtarzalne. Odpowiedz brzmi
nie 1 sprobujemy pokazaé, dlaczego tak jest. Najpierw pokazemy, ze zbior skoficzony jest
rozwigzalny wiedy i tylko wtedy, gdy kazdy kwadrat o boku n mozna pokry¢ kamieniami

o typach z tego zbioru. Implikacja w prawo jest oczywista, Przypus¢my teraz, ze kazdy kwadrat
o boku n mozna pokry¢ kamieniami z naszego zbioru. Skonstruujemy nieskoficzony ciag pokryé
kwadratow o bokach 2n+1 takich, ze kwadrat o boku 2n+ 1 znajduje si¢ w Srodku kwadratu
o boku 22+ 3 (por. rysunek 7), przy czym pokrycie kwadratu wigkszego jest rozszerzeniem
pokrycia kwadratu mniejszego.

Wybierzmy najpierw najmniejszy kwadrat. Ot6z — istnieje nieskonczenie wiele pokry¢ wszystkich
rozwazanych kwadratow dla wszystkich n (bo kazdy kwadrat daje sie¢ pokry¢ i jest ich

nieskoficzenie wiele), ale jest tylko skonczenie wiele typoéw kamieni. Jeden typ musi zatem
powtorzy¢ sie nieskoniczenie wiele razy jako typ kamienia lezgcego ,,w samym Srodku™ !
rozwazanego kwadratu o boku 27+ 1. Ten kamieni wybieramy jako pokrycie kwadratu o boku 1. |

Teraz rozwazamy kwadrat o boku 3. Istnieje tylko skoiczenie wiele sposobow pokrycia go
skonczona liczba typow kamieni. Jednoczeénie istnieje nieskoficzenie wiele sposobow pokry¢
kwadratow o bokach 2n+ 1 zawierajgcych w srodku wybrany przez nas kamien (bo tak ten
kamien zostal wybrany). Zatem pewien sposob pokrycia kwadratu o boku 3 powtarza sie
nieskoficzenie wiele razy w $rodku pokryé kwadratow wiekszych. Wybieramy to pokrycie
kwadratu o boku 3 (zauwazmy, ze rozszerza ono wybrane przez nas pokrycie kwadratu o boku 1)
1 w analogiczny sposob analizujemy nastgpnie sposoby pokrycia kwadratu o boku 5. 4

Eatwo zauwazy¢, ze kontynuujac to rozumowanie skonstruujemy nieskoficzony ciag pokryé
kolejnych kwadratéw, a w konsekwencji pokrycie calej plaszczyzny. Nasz zbiér okaze si¢

rozwigzainy. |

Twierdzeniu, ktore przed chwila udowodniliSmy, Hao Wang nadal bardziej spektakularng postaé:
jedli za pomoca kamieni skoficzenie wielu typéw mozna pokry¢ prawa gbrng ¢wiartke plaszczyzny
(skad fatwo wynika, ze mozna pokry¢ kwadrat o dowolnym boku), to mozna tymi kamieniami
zapeknié cala plaszczyzne. Pokazuje to istotng réznice miedzy skoriczonymi i nieskoficzonymi
zbiorami typow kamieni.
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Rozwigzanie zadania F 203. W czasie
swobodnego spadku gaz znajduje sig w stanie
niewatkosci. Tuz po przecieciu nici gaz nie
jest w réwnowadze termodynamicznej (réine
gestodci na dole i na gorze). Srednia energia
ki ¥ iy k gazu, okredlaj jego
temperaturg, jest jednak wszedzie jednakowa.
Przy przejéciu do stanu rownowagi gestosci
WyTS ja sig, ale drednia energia kinety
czgsteczek pozostanie taka jak na poczatku.

Patrz w niebo

1. Gwinzdozbiér Labedzia i jego
i okolica, widziane na przelomie
i wrzednia okolo godziny 21.

loanna UDALSKA

Teraz przypusémy, ze kazdy zbiér rozwigzalny ma rozwigzanie powtarzalne. Opiszemy algorytm
pozwalajacy na stwierdzenie w skoriczonej liczbie krokéow, czy dany zbior jest rozwiazalny. Ot6z
bedziemy kolejno analizowali wszystkie mozliwe pokrycia kolejnych kwadratéw o boku #. Dla
pewnego n musimy stwierdzié, ze zachodzi jedna z dwoch mozliwosci:

(1) Kwadrat o boku # nie daje sie pokryé¢. Zgodnie z udowodnionym twierdzeniem ten
przypadek zajdzie wtedy i tylko wtedy, gdy nasz zbidr jest nierozwiazalny.

(2) Wewnatrz kwadratu o boku n znajduje si¢ powtarzalny prostokat. Zgodnie z uczynionym
przed chwilg zalozeniem ten przypadek zajdzie wtedy i tylko wtedy, gdy nasz zbiér jest
rozwigzalny (a wigc gdy ma rozwigzanie powtarzaine).

Przypadki (1) i (2) wykluczajg si¢ wzajemnie i napotkanie jednego z nich okresla, czy zbi6r jest
rozwigzalny, czy tez nie jest. Zauwazmy wreszcie, ze analiza wszystkich pokryé kwadratu o boku
n wymaga tylko skonczenie wielu krokéw — bo takich pokryé jest skoriczenie wiele. Podobnie
skoriczenie wielu krokow wymaga sprawdzenie, czy dany kwadrat zawiera powtarzalny prostokat,
bo zawiera on tylko skoriczenie wiele prostokatow.

Dla wykazania, ze istnieja zbiory rozwiazalne nie majace rozwigzan powtarzalnych, wystarczy
teraz zacytowa¢ za Hao Wangiem twierdzenie mowiace, ze nie istnieje zaden algorytm pozwalajacy
w skoriczonej liczbie krokow stwierdzi¢, czy dany zbiér skoriczony jest rozwiazalny, czy nie jest.
Jako éwiczenie (trudne!) pozostawmy Czytelnikowi znalezienie zbioru rozwigzalnego, bez
rozwigzania powtarzalnego. Autorowi znany jest przyklad takiego zbioru skladajacego sig z 92
typow kamieni. Moze kto§ znajdzie mniejszy?

Zainteresowanym podamy jeszcze, ze niemozno$é skonstruowania algorytmu stwierdzajacego
rozwigzalno$¢ zbioru wynika stad, ze dla kazdej maszyny Turinga mozna znalezé taki skoficzony
zbiér typow, ze ta maszyna zatrzymuje si¢ wtedy i tylko wtedy, gdy dany zbiér nie jest
rozwiazalny, ale to jest juz calkiem inna historia.

Péznym latem w godzinach wieczornych na poludnie od zenitu goruje gwiazdozbior Labedzia.
Bywa on réwniez zwany Krzyzem Polnocy, poniewaz jego najjasniejsze gwiazdy ukladaja sie
niemal dokladnie w ksztalt krzyza. Latwiej nawet dopatrze si¢ tego ksztaltu niz w przypadku
Krzyia Poludnia. Prawdziwa nazwa sugeruje jednak wyobrazenie lecacego po Drodze Mlecznej
labgdzia o smuklej, wyciagnietej szyi.

Charakterystyczny ksztalt gwiazdozbioru tworzy pie¢ jasnych gwiazd (x, 8, y, 6 i e —rys. 1),
Najjasniejsza z nich — Deneb — jest w rzeczywistosci gwiazda-nadolbrzymem o bardzo silnym
blasku. Mimo dzielacej nas od niego odlegtosci 1800 lat $wietinych §wieci na niebie jako obiekt
pierwszej wielkosci gwiazdowej.

Zupelnie inaczej przedstawia si¢ sytuacja w przypadku poludniowo-wschodniej sasiadki Deneba —
gwiazdy oznaczonej symbolem 61 Cygni. Jest to uktad podwdiny o lacznej, obserwowanej jasnosci
skladnikéw zaledwie 4,8 mag. Zaledwie, poniewaz uktad znajduje si¢ w stosunkowo niewielkiej
odleglodci od Storica (11 lat $wietlnych), a wigc jego rzeczywista jasno$é jest bardzo mala.

Ta niepozorna gwiazdka zajmuje jednak poczesne miejsce w historii astronomii. W koricu lat
trzydziestych ubieglego stulecia Friedrich Bessel wyznaczyt jako jedna z pierwszych jej
heliocentryczng paralaksg. Zagadnienie przesunigé paralaktycznych gwiazd wystapilo dopiero

w czasach pokopernikanskich, gdy Ziemi przypisano ruch orbitalny dookola Storica. Wysitki
astronomow w kierunku obserwacyjnego wykrycia paralaks gwiazdowych przez trzy wieki byly
daremne, poniewaZz technika obserwacyjna nie pozwalala na pomiary tak matych katow. Ciekawe,
ze po tylu latach niepowodzent przedsiewziecie to powiodlo sie niemal jednoczesnie niezaleznie
trzem astronomom. Oprocz Bessela Wilhelm Struve zmierzyt paralakse Wegi (o« Lyrae), a Thomas
Henderson w poludniowej Afryce wyznaczyt ta metoda odlegloéé¢ gwiazdy o Centauri,

Rys. 2. Paralaksa gwiazdy jest to kat, pod ktérym

z gwiazdy ,,widad” $redni promien orbity ziemskiej.
MNawet dla najblizszych gwiazd kat ten jest mnicjszy od
jednej sekundy luku. Paralaksa 7 jest wygodng miarg
odleglosei, gdyz wielkosci te zwigzane sg prosta
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zaleznodcig: r = prpm gdzie r wyraza sig w jednostkach
astronomicznych (j.a.).

Przy doborze gwiazdy, ktorej paralaksa ma by¢ zmierzona, nalezy kierowaé sig pewnymi
kryteriami wskazujacymi na jej wzgledna bliskosé. Struve i Henderson zakladali, ze gwiazdy
Jjasniejsze leza blizej niz slabsze, w zwiazku z czym wybrali gwiazdy o duzych jasnoiciach
obserwowanych. Bessel kierowat sig¢ kryterium, wedlug ktérego o bliskosci gwiazdy swiadczy jej
duzy ruch wlasny. Jak si¢ poZniej okazalo, drugie kryterium jest trafniejsze, o czym $wiadczy
chocby poroéwnanie Deneba i 61 Cygni. )

Do korica ubieglego stulecia zmierzono okolo 100 paralaks gwiazd, co jest wynikiem dobrym,
jesli wzig¢ pod uwage, jakie przyrzady byly wowczas dostepne obserwatorom. Istotny postep

w tej dziedzinie nastapit po 1905 roku, gdy Frank Schlesinger opracowat stosowang do czasow
wspolczesnych technike fotograficzng wyznaczania paralaks gwiazdowych. Liczba gwiazd

o dokladnie wyznaczonych ta metoda odleglosciach siega okolo 1000 i wydaje sie, Ze jest to kres
obecnych mozliwosci. Poprawienie dokladno$ci mozna by osiagnaé stosujgc teleskop wyniesiony
na mozliwie dalekq orbite okolosloneczng, co z jednej strony zwigkszyloby baze obserwacii,

a z drugiej wyeliminowaloby biedy wynikajace z niekorzystnego wplywu atmosfery ziemskiej.
Paralaksy heliocentryczne sa pierwszym ogniwem w lancuchu wzajemnie polaczonych metod
wyznaczania odlegloéci obiektow niebieskich. Bledy tej metody pociagaja za soba istotne bledy
w okreslaniu wigkszych odleglosci: dalszych gwiazd (np. Deneb), galaktyk czy kwazarow.

7



