Metoda ,,wedrujacego garbu”

Dr Zbigniew SAWON

W Analizie Matematycznej, w szczegdlnoéci w dowodach nie
wprost, czgsto stosuje sie¢ pewna metode, ktorg zargonowo nazywa
si¢ metoda wedrujacego garbu. Jest ona matematycznie finezyjna

i nawet jezeli jest stosowana w podrecznikach Analizy
Matematycznej, to autorzy nie zaznaczaja tego. Dlatego wydaje
si¢ celowe zapoznanie z nig Czytelnika przez podanie przykladu
jej zastosowania. Autor siegnat do przykladu z dziedziny bliskiej
jego zainteresowaniom, a mianowicie do Teorii Limesowalnosci.
Autor pozostawia domy$lnosci Czytelnika to, dlaczego ta metoda
nosi takg, a nie inng nazwe.

Zaczniemy od rozwigzania pewnego problemu z teorii szeregow
bezwzglednie zbieznych.

Pytanie: 'J.fikie warunki musi speinia¢ cigg (a,)2 ,, aby dla
kazdego ciggu (f,)iL; € co (tj. ciagu zbieznego do zera) szereg
o0

> aut, byl zbiezny?
n=1

o
Oczywiscie kazdy ciag (a,)2 ; taki, ze L |aa| < 400 jest
n=1
»dobry™.

Przypuiémy wiec, ze ciag (an)u 1 jest ,,dobry™ i ze Z las| =

n=1
ky m_‘
= +oo. Istnieje takie ky, e Y. lail > 2!, ale 2_, \as| =
n=1 n=ki+1
k3
; lasl > 2% i znowu
+1
0 ks

; la,l = + o0, istnieje wiec k; takie, ze ; e, > 2?
+1 n=ka+1
itd. 2Mrm:m wiec okresli¢ rosnacy ciag liczb naturalnych k; <

= + oo, wiec istnieje takie k;, Ze

< ky < o<k < ootakip e
ki1
laa > 2'*tdlai=0,1,2,... (przyjmujgc ko = 0).
ﬂ=k‘+1

Okresdlimy teraz pewien clag xo = (1{)2.,.
Dla kazdego n € N istnieje dokladnie jedna liczba i(n) taka, ze
kin, < n < kigmys1. Zdefiniujemy

1
I(D’ = Q.
u im+1 B0 dg

l 1 diag=>0
sgn ¢ oznacza rnak &, ten. sgna = 0 diaa=10
l —1 diag< @
Jest rzecza oczywista, ze 1{? — 0, tzn. x¢ € ¢o. Ale

kit Kig1

1 1
S g, = —— Z la.] = 2‘+‘ dlai=0,1,2,.
F4E] i+1 l+l
n=ki+1 n=lkp+1

Szereg 2 a,tt® nie jest zbiezny (nie spelnia warunku
=1
Cauchy €go0).

oo
Szereg E ¢ spetnia warunck Cauchy’ego, gdy dia d 1 £>0
i=1
znaleié takg liczbg naturaing N, e dla dowolnych liczb naturainych a, k, przy
nik
czym n > N, zachodzi | Z r_;" < e
J=n

Szereg jest zbieiny wiedy i tylko wiedy, gdy speinia warunek Cauchy’ego.

i

W ten sposob otrzymalismy

Twierdzenie 0. Dla ciagu liczbowego (a,)iZ ; nastepujace
warunki s3 rOwnowazne

(a) dla kazdego ciagu (£,)2 ; € co Szereg E: tatn jest zbie
=

o o0
(b) Zl |as| < + 00 (tzn. szereg Zl a, jest bezwzglednie -
R= n=
zbiezny).

Definicja. Mowimy, ze macierz liczbowa 4 = (ax, al,n=1,2,.
jest macierza Toeplitza, jezeli dla kazdego ciggu x = (£,)f%,
o0

(1) szereg 2 ax, o, jest zbiezny, gdy k= 1,2, ...
n=1

o0
(@) lim 4(x) = 0, gdzie Ax(x) = D, ax, uta-
k—oo n=1
Czyiciniku, sprawdi, ktére 7 nasicpujacych macierzy sq macierzami Toeplitest
. ; a3 ; 1
l--‘- daz=12_ .k 3) ax_ e = (1—e) " o}, sdzic (os=10
1) ma=13" jest ciggiem o wyrazach z preedaziato (08
lO diam > k i jest rhicimy do zera. 3
= | e | dl =1,2, 8
‘—]‘dian=i.l..“-”.1\“._.{_, an 23
V& . o ¢ danzk
2) a0 = Ty 2.4 o . 5 ) 4
diam = k+1 gidzie (on)e—1 jest ciggiem o \rach
0 dlan>k+l |dodatnich i takim, 2c .
| = ©
|}: . < 4:!:-.1&&:!1:{:&:1&2 Ok
im=1 rn=k

Na mocy twierdzenia 0 warunek (1) powyzszej definicji jest
rownowazny warunkowi

o0
@ Z lak,al < +00 dlak=12,...
n=1

Oznaczmy przez e, € ¢, ciag, ktorego n-ty wyraz ]mt rowny 1,
a pozostale sa zerami. Wowczas Ag(e,) = ax, n, WigC Z pu.l:lkmi (2
definicji wynika nast¢pujacy warunek

(i) lim ags =0 dlan=12, ..

k—o

Warunki (i) oraz (ii) nie sq jednak dostateczne. Swiadczy o tym
nastepujacy przyklad

am)‘:{o gdy k#n
negdy k=n

Warunki (i) oraz (ii) sa oczywiscie spelnione, ale przyjmujac

1
189 = — dlan = 1,2, ... stwierdzamy z latwoécia, ze
n

Alxg) =k dlak =1,2, ...

oo
W tym przykladzie mamy 3 a{% = k2 dla dowolnego k.

n=1

a0 p
Przypuéémy teraz, ze ciag ( Zl @k, »1)se ¢ jest nieograniczony,
n=

w0 -
Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego j ciag ( 2 Iag, .I):O._i
i
jest nieograniczony, gdyz lim E lak, »| =0 dla kazdego j.
k—oo n=1

Teraz przystgpujemy do wlasciwej pracy.
a0
Istnieje liczba naturalna k, taka, ze 21 lag,,nl > 22. Istnicje
"=

rowniez j, takie, ze

J1 o0
Slaal>2i Y logal <1
n=1 n=ji+1

Zaczniemy teraz po kawalku okresla¢ pewien ciag
Xa = (K® =1 € co.

1
Zdefiniujmy 1{» = -l—sgnagl,... dlal<n<j,.



Wtedy oczywiscie spetniona jest nierbwnos¢

J1
S aat?

n=1

1
= —-2%
1

~ Ale lim Z ay, 187 = 0; istnieje wiec k} takie, ze gdy

k—+0 ﬂ-l_
o
' k>kz, to | E ay, #1£%| < 1. Poniewaz ciag ( Z lal.nl):oul
n=ji+

jes( nieograniczony, wiec istnieje k, wieksze od k; i .h takie, ze

?: |ax,, ol > 2°42- 2. Istnieje teraz j; > j, takie, Ze
n=ji+1

p:'——l!r'_-ln"“-———-—

o oo
P lakal > 22420 Y lakl < L.
n=i+1 n=ji+2

' Dei'mlu_]emy dalej ciag xo:
3 Gl
- f,fo’ = ?sgnag,_.. dla j, < n<j,.
1 Otrzymujemy teraz
'. ja J Ja
BY 0, nt8) = | Y @, wti®+ ) @t =
=1 =1 n 1

Ja

=fi+
Ji 1 €0
=) G atO+— Y |ak.l
n=1 2 n=ji+1

= - (2% +2)-
A

E_ 5 s L= Lo
Pllieri> poei1-

~ Wykonamy dla wygody czytajacego jeszcze jeden krok dla
okreslenia rosnacych ciagéw liczb naturalnych (&)L, i (j)iZ,
oraz ciggu xo = (££°)s2, majac nadzieje, ze pozwoli to uchwycié
pewne prawidlowosci potrzebne do indukcyjnego zdefiniowania
tych trzech ciggow. =

L2 ;

B 1
Wiemy, ze lim Y a4 = 0, istnieje wigc k3 takie, ze

k- n_l
o0
dy k > ki, t°|zlﬂn‘~°’| <1 Clag( Z az...)f’ 4
meogramczony. mozna wiec znalezé k; wn:ksze od k% i ks

Im;,..[ > 2*4+2- 3. Istnieje j» > j, spelniajace

is il
Y. gl > 22430 Y ekl <1
n=ji+1 n=j;+1

5 1 .
1§ = -j-sgna*a,. dlaj, < n<j,.

stepujac jak poprzednio stwierdzamy z latwoscia, ze
is 1 .
a* 5 f(") .23,
&= 3

sposdb mozna indukcyjnie okresli¢ dwa ciagi liczb
Byeh ks < ks < .. <k < ..;fi<fa<...<h<
ciag xo = (1)L 1 € o tak, aby

., =2}

L{:‘ 1

B ay,, (" aTz'i E [aagal <1 dlad=1,2,...
n= n=ji+1

o
I =Y ax.nt®| = IZ Gyt + Z 14
n=1

n=ji+1

13

o0 2|
el = D oyl 160> =1 dlal=1,2,..

Zatem lim A, (xo) = + o0, wbrew zalozeniu, ze A jest
]
macierza Toeplitza.
W ten sposob otrzymalismy trzeci warunek konieczny
a0

(iii) ciag (Zl |ax, al)k =1 jest ograniczony.

n=
Poniewaz warunek (iii) zawiera warunek (ii), to rekapitulujac
mozna.powiedziet, ze jezeli A = (ak, w)k,n=1, 2, ... jeSt macierza
Toeplitza, to
™) lima,=0 dia k=1;2,..,

k—'o0

oo
(**) istnieje M > O takie, 26 D lae,al < M dla k=1,2, ...
n=1

Wykazemy teraz, ze warunki te sa rowniez dostateczne.

Rozwazmy x = (f.)il1 € co i & > 0. Istnieje wowczas ny € N
3

takie, ze |tx| < 73 dla n > ny. Wtedy tez dia dowolnych &

mamy

| 4x(0)| = |Z . aln

—[Za.,..r.+ 2 ax,ntal <

no @ ""“+
= ]Z Gk, nlan| + Z ‘al.ul'ifn|‘-{-|z Ak, nln +_—‘MZ
n=1 n=np+1 n=] M

o
= |Z g, pla| +—
n=1

Zarazem — poniewaz lim }: Qi nln = 0 to istnieje ko

k—o n-l

takie, ze dla k > ko mamy | ): G, nla] < %, czyli |Au(x)| <
n=1

P e+s
—+— =&
2 2

OtrzymaliSmy w ten sposéb nastepujace twierdzenie Toeplitza.
Macierz A = (@x, w)k, n=1, 2, ... jest macierza Toeplitza wtedy

i tylko wtedy, gdy
1) limay,,=0 dlan=12..,
k—roo

o
2) ciag (zl ag, -):u=1 jest ograniczony.
n=

srystkie podane wozesniel

y nastepujgca modylikacia

sierz Toeplitza, gdy naloky sig jakies

Definicje macierzy Toeplitza mozna uogdlni¢ zadajac w punkcie
(2) zamiast tego, 2ebykl im Ai(x) = 0 warunku, by klim Ae(x)

e OO —+ 00
istniata dla dowolnych x € ¢o. Analiza funkcjonalna
dostarcza metod, ktore w bardzo latwy sposdb pozwalaja uogolnic
twierdzenie Toeplitza. Okazuje si¢ mianowicie, ze warunek 1)
trzeba wtedy sformulowac w nastgpujacy sposob

lima,,=ps dla n=12,..

k—+x

Mozna tez wykazaé, ze w tym przypadku dla kazdego
= (tn)nz1 € Co jest

o0
lim Ax(x) = T
Jim 4,(x) ,,Z'.ﬁ”

Autorowi nie jest znany zaden dowdd tego faktu wykorzystujacy
tylko metody Analizy Matematycznej i bylby bardzo wdzigczny
Czytelnikom, gdyby ktorys z nich zechcial o§wieci¢ go nieco

w tym wzgledzie.

Na zakoficzenie autor cheialby jeszcze powiedzied, ze twierdzenie
Toeplitza jest fundamentalnym twierdzeniem macierzowej Teorii
Limesowalnoéci, ale to bedzie, by¢ moze, tematem innego
artykutu,



