Rozmaite geometryczne pochodne

Wynikiem rézniczkowania funkcji /' w punkcie x, jest liczba
oznaczana przez f (xq). Np. w drugiej klasie liceum podaje sie
przepis, jak obliczy¢ te liczbg. Geometryczne spojrzenie na ten
przepis pozwala liczbe f'(x,) przedstawi¢ jako rezultat
nastgpujacych dzialan: prowadzimy styczna do wykresu funkcji
fw punkgcie (xq, f(x0)) i nastepnie znajdujemy tangens kata,
ktory ta styczna tworzy z osig ,,iksoOw”. Opuszczajgc w tym
przepisie czes¢ znajdujaca sie po slowie nastepnie otrzymujemy
geometryczng pochodng funkcji f w punkcie x, — geometryczna
pochodna jest wiec prostg. Pojecie geometrycznej pochodnej
jest bogatsze od pojecia ,,zwyklej”” pochodnej z dwoch powodow:
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1° Majac geometryczna pochodna mozemy znaleZé ,,zwyklg”
pochodna, a znajgc tylko zwykla pochodng — pochodnej
geometrycznej okresli¢ sie nie da.
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f=g'
a geometryczne pochodne rdzne
2° Geometryczna pochodna nie zalezy od ukladu
wspolrzednych i mozna jg znaleZ¢ rowniez dla krzywych nie
bedacych wykresami funkcji.

Odpowiednikiem catkowania (czyli operacji prowadzacej od
pochodne;j jakiej$ funkcji do tejze funkcji) jest rysowanie
obwiedni (czyli krzywej stycznej do wszystkich prostych — lub
ogolniej krzywych — danej rodziny). Bierze si¢ to z wariacyjnego
okreélenia stycznej — jest to prosta najlepiej (sposrod wszystkich
prostych) przyblizajaca krzywa w otoczeniu danego punktu.

W takim wiasnie okresleniu geometrycznej pochodnej kryje sie
mozliwos¢ uogdlnienia tego pojecia. Zeby dalej nie bylo
nieporozumien, nazwijmy liniowq zdefiniowana wyzej
geometryczng pochodna.
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Pozostajac wirdd krzywych plaskich nazwijmy geometryczng
pochodna okregowq danej krzywej w danym punkcie okrag
najlepiej (sposrdd wszystkich okregow) przyblizajacy krzywa

w otoczeniu tego punktu. Odpowiednim calkowaniem bedzie
i tutaj rysowanie obwiedni. Zwelennicy metod rachunkowych

i z tego pojecia zrobili ,,co$ rachunkowego™ — odwrotno$é
promienia geometrycznej pochodnej okregowej danej krzywej
w danym punkcie nazywa si¢ krzywizng krzywej w tym punkcie
i jest to oczywidcie liczba. Znane sa tez metody uzyskania tej
liczby bez poslugiwania si¢ metodami geometrii.

Z geometrycznej pochodnej okrggowej mozna ,,wyciagnaé™ nie
tylko liczby — moga to by¢ tez punkty, np. srodki uzyskanych
okregow. Tak sie robi, a utworzong z nich krzywa nazywa sie
ewolutg krzywej wyjsciowe;j.

ewoluta elipsy

Oczywicie pojecia tak liniowej, jak i okregowej geometrycznej
pochodnej moga by¢ rozcigenigte rowniez na krzywe
przestrzenne. Wtedy bardzo przydatne okazuje si¢ jeszcze pojecie
geometrycznej pochodnej $rubowej. Konsekwentnie — jest to
linia $rubowa najlepiej przyblizajaca krzywa w otoczeniu danego
punktu. I zndw zwolennicy rachunkéw uzyskaja z niej liczby —
dla $ruby o promieniu r i skoku % s3 to
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Pierwsza z tych liczb to krzywizna — ta sama, ktora
uzyskaliby$my stosujgc geometryczng pochodng okrggowa.
Druga liczbe nazywa si¢ skreceniem krzywej. Sto piecdziesiat lat
temu Frenet udowodnil, ze krzywizna (jesli jest wszedzie rozna
od zera) i skrecenie wyznaczaja krzywa z dokladnoscia do
polozenia. Geometryczna pochodna wyznacza jg oczywiscie
jednoznacznie.

W tym miejscu moze powstaé przekonanie, ze mozna by
okredli¢ mnostwo jeszcze innych geometrycznych pochodnych.
Tak tez jest rzeczywiscie: mozna poszukiwac najlepszych
przyblizen danej krzywej wérod krzywych dowolnie obranej
przez siebie rodziny. Zeby jednak takie nowe geometryczne
rozniczkowanie bylo uznane za sensowny wynik (a nie za zbedne
mnozenie pojec), nalezaloby wykazac, Ze za jego pomoca mozna
uzyskaé jakies rezultaty, jakie$ twierdzenie latwiej niz innymi
metodami. Albo jeszcze lepiej — uzyskaé nie znane dotad fakty.
Bo narzedzie musi byé nie tylko zmy$lnie skonstruowane, ale
przede wszystkim przydatne.
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