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ZWIazanym z nnn

Tak opisuje Homer rozwiazanie przez Odysa zadania Penelopy przestrzelenia jednym
strzalem z luku otworów w dwunastu ustawionych rzedem obuchach toporów. W artykule tym

zajmiemy sie rozwiazaniem podobnego zadania, aczkolwiek w zgola innym celu niz zrobil to
Odys.

Prosta taka bedziemy nazywac, dla zachowania analogii z zadaniem Penelopy, prosta
przeszywajaca dany uklad odcinków. Interesowac nas bedzie rozwiazanie w postaci algorytmu
(sposobu postepowania) pozwalajacego na znalezienie, dla danego ukladu odcinków, prostej
przeszywajacej. W tej sytuacji zadanie wymaga sprecyzowania, co rozumiemy przez "znalezienie
prostej".

Zadanie jest nastepujace:
Na plaszczyznie dany jest ukladn odcinków (otwartych). Znalezc (o ile istnieje) prosta, która

ma niepuste przeciecie z kazdym odcinkiem ukladu.

o pewnym algorytmie 1

zadaniu geometrycznym

Wzial pierzasta strzale lezaca na stole

Kiedy inne 'w zawartym lezaly kolczanie,
- Przeznaczone Achiwom wnet na skosztowanie.

Te wziawszy, karbem przytknal do cieciwy szczelnie,

J jak siedzial na stolku wymierzyl luk celnie,
Grot puscil i ten topory wszystkie trafil rzedem

Przeszywszy pierwsze ucho, wylecial tym pedem
Przez ostatnie( ... )

--
Rozwiazanie zadania F 200. Cukier
rozpuszczajac sie pochlania cieplo i dlatego
temperatura herbaty podczas tegoproc~su
maleje. Herbata przekazuje w jednostce
czasu do otoczenia tym wiecej energii, im
wieksza jest róznica temperatur miedzy nia
i otoczeniem, a wiec herbata z rozpuszczonym
cukrem przekaze w tym samym czasie do

otoczenia mniejsza ilosc ciepla niz majaca
wyzsza temperature herbata bez cukru.
Klient, który pierwszy poslodzil, bedzie

wiec pil herbate cieplejsza .

Przyjmujemy, ze uklad odcinków jest okreslony przezn czwórek liczb (xó, YÓ, xl, yl), (X5, Y5,

xi, yD, ... , (x~, y~, x~,ID, gdzie punkty o wspólrzednych(x~, y~) oraz (xL yD sa koncami
(tego odcinka ukladu. Zakladamy ponadto, ze liczbyxó, xl. X5, xi, ... ,~, ~ sa parami
rózne. Dla kazdego ukladu odcinków na plaszczyznie odpowiedni wybór ukladu wspólrzednych
pozwala spelnic ten warunek, z drugiej zas strony w zastosowaniach praktycznych równosc
dwóch nie zwiazanych ze soba danych nie powinna w ogóle sie zdarzyc.

Zadaniem jest znalezienie równania prostej majacej niepuste przeciecie z kazdym z danych
odcinków.

Proponujemy Czytelnikowi, aby przerwal na moment lekture tego artykulu i spróbowal
samodzielnie znalezc rozwiazanie.

Wydaje sie, ze rozwiazanie naszego zadania nie jest latwe. Znalezienie na przyklad prostej
przeszywajacej pewien podzbiór n-l odcinków z danego ukladu wcale nie musi nas
przyblizac do rozwiazania. Wiadomo w szczególnosci, ze dla kazdegon~ 3 istnieje ukladn

parami rozlacznych odcinków o jednakowej dlugosci taki, ze kazdy podzbiór(n-l) odcinków
ma prosta przeszywajaca, natomiast caly uklad takiej prostej nie ma.
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Rozwiazanie zadania M 440. Liczba 24n_

-1 = 16"-1 dzieli sie przez S, zatem
2'·-1 = 5k dla pewnego nieparzystegok.

Stad

6, 22'. + l = 6, 25k+ 1 + l ~ l 2· 25k +

+(12-11) = 12(25k+ 1)-11 = 12(25+
+1)(25(k-I)_25(k-2){ , .. -25+1)_11 =
= 12, 33(25(k-I)_25(k-"+ .. , -25+
+ 1)-11.
Tak wiec liczba 6' 214n + I dzieli sie przez
11.

Rozwiazanie, które pragniemy przedstawic, opiera sie na pewnej transformacji geometrycznej.
Rozpocznijmy od jej okreslenia i kilku podstawowych wlasnosci.
Rozwazmy dwie plaszczyznyp i P'. Wybierzmy na kazdej z nich uklad wspólrzednych
prostokatnych. Wspólrzedne na plaszczyzniep oznaczac bedziemy jakox i y - na P'
odpowiedn'io jako x' i y'. Transformacja, która nazywac bedziemy dualna, przyporzadkowuje
prostej o równaniu y = ax+b, lezacej w plaszczyznieP, punkt o wspólrzednych (a, b) na
plaszczyznie P'. Przeksztalcenie to odwzorowuje w sposób wzajemnie jednoznaczny zbiór
prostych niepionowych plaszczyznyP na plaszczyzneP'. W sposób naturalny nasuwa sie
pytanie, co jest przeciwobrazem prostej przy tej transformacji. Przyjmijmy, ze równanie tej
prostej, Iezacej w plaszczyznieP', jest postaci

y' = a'x' +b'.

Wówczas proste nalezace do przeciwobrazu maja równaniay = xx' +a'x' +b', gdzie x' jest
parametrem przebiegajacym zbiór liczb rzeczywistych. Podstawiajacx = - a' otrzymujemy

y = -b'. Zatem punkt (-a', b') nalezy do kazdej z tych prostych, a ich wspólczynniki
kierunkowe przebiegaja wraz z parametremx' liczby rzeczywiste.

Dokonalismy wiec nastepujacego spostrzezenia:

Przeciwobrazem prostej o równaniuy' = a'x' +b' z plaszczyznyP' jest zbiór prostych
niepionowych plaszczyznyP przechodzacych przez punkt(-a', b').
PrzypuSCmy teraz, ze w plaszczyznieP dany jest domkniety odcineklo koncach (xo, Yo),

(x" Yl), przy czym Xo # Xl' Znajdzmy obraz przy transformacji dualnej zbioru prostych
niepionowych przecinajacychI. Zgodnie z powyzszym spostrzezeniem jest on suma prostych,
z których kazda jest obrazem zbioru prostych przechodzacych przez pewien punkt odcinka.
Równania tych prostych sa postaciy' = t( -xox' +Yo)+ (l-t)( -XIX' +YI), gdzie parametr t
przyjmuje wartosci z przedzialu domknietego [0,1]. Zauwazmy, ze skoroXo # x" to proste
y' = -xox' + Yo oraz y' = -XIX' + Yl przecinaja sie. Obraz zbioru prostych niepionowych

przecinajacych I jest domknieciem pary katów wierzcholkowych i l1;iezawiera prostej pionowej.

Zbiór o powyzszych wlasnosciach bedziemy dalej nazywac obszarem wierZCholkowym.
Dowiedlismy, ze zbiór prostych przecinajacych domkniety odcinek niepionowy przechodzi przy
transformacji dualnej na pewien obszar wierzcholkowy. Odwracajac to rozumowanie Czytelnik
udowodni bez trudu, ze kazdemu obszarowi wierzcholkowemu odpowiada w ten sposób
pewien niepionowy odcinek.

Wyposazeni w transformacje dualna mozemy przystapic do rozwiazywania naszego zadania. W
mysl przyjetego na wstepie zalozenia zaden odcinek ukladu nie jest pionowy. Przeksztalcmy
zatem kazdy odcinek w odpowiadajacy mu obszar wierzcholkowy. Przypomnijmy, ze punkty
lezace w obszarze wierzcholkowym odpowiadaja prostym przecinajacym odcinek. Tak wiec
kazdy punkt lezacy w czesci wspólnej obszarów wierzcholkowych odpowiada prostej
przeszywajacej wszystkie odcinki.

Opisane powyzej rozumowanie pozwala latwo sformulowac algorytm znajdowania prostej
przeszywajacej. Algorytm jest nastepujacy:
I. Przeksztalcic kazdy odcinek w odpowiadajacy mu obszar wierzcholkowy.

2. Znalezc podzbiór plaszczyzny bedacy czescia wspólna wszystkich obszarów wierzcholkowych.
3. Wybrac punkt nalezacy do znalezionego przeciecia i wyznaczyc prosta bedaca jego
przeciwobrazem. Prosta ta jest szukana prosta przeszywajaca.

W przypadku, gdy czesc wspólna obszarów wierzcholkowych jest pusta, uklad nie ma

niepionowej prostej przeszywajacej; jednak nie ma on wtedy w ogóle prostej przeszywajacej.
Przypuscmy bowiem, ze uklad ma pionowa'prosta przeszywajaca. W mysl zalozenia przyjetego
na poczatku artykulu co najwyzej jeden odcinek przecina ona w koncu, pozostale zas w
punktach wewnetrznych. Istnieje wiec równiez niepionowaprosta przeszywajaca powstala z
poprzedniej przez niewielki obrót.
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Rysunek przedstawia cztery pary katów
wierzcholkowych, których czesc wspólna
ma lacznie czterdziesci boków. Jej skladowe
wielokaty zostaly na rysunku obwiedzione'
kolorem i w kazdym wpisano Iiczbe jego
boków. Miary wszystkich katów sa bliskie
" - przyklady oparte na podobnej zasadzie
mozna konstruowac dla dowolnie wielu

par katów, otrzymujac dlan par katów
wlasnie2n(n+ l) boków, co, jak nietrudno
z kolei pokazac, jest juz górna granica.

W przypadku natomiast, gdy czesc wspólna obszarów wierzcholkowych jest niepusta, pionowe
proste przeszywajace musimy wyznaczyc oddzielnie. Czytelnikowi pozostawimy dowód faktu,
ze proste te wypelniaja pas pionowy ograniczony prostymi o równaniach
x = max. {x& : 1·"; i.,; n} oraz x = min {xl: 1 .,; i.,; n}, jak równiez znalezienie prostego
i efektywnego algorytmu wyznaczania minimum i maksimum zbioru liczb.

Zastanówmy sie nad zlozonoscia przedstawionego algorytmu. Zagadnienie zlozonosci
obliczeniowej pewnych innych algorytmów bylo juz wDelcie przedstawione (patrz A. Kreczmar
Delta 4/1986, T. Przytycka Delta 9/l985). ZwrÓCmy uwage, ze w naszym algorytmie glówna
praca (po wykonaniu transformacji) poswiecona jest znalezieniu czesci wspólnej obszarów
wierzcholkowych. Mozna pokazac, czym tutaj nie bedziemy sie zajmowac, ze zadanie takie
wymaga rzeduM 'n 'logn elementarnych operacji, takich jak znajdowanie punktów przeciecia
prostych itp. (n - to liczba odcinków, M - liczba niezalezna odn). W przedstawionym
algorytmie znacznie ciekawszym zagadnieniem jest jego zlozonosc pamieciowa. Intuicyjnie
rozumiec przez to mozna ilosc informacji (takich jak wspólrzedne punktów, wspólczynniki

prostych itp.), które musimy miec w trakcie wykonywania algorytmu. W przypadku realizacji
algorytmu przez komputer informacje przechowujemy w pamieci komputera - stad termin
zlozonosc pamieciowa. Jasne jest, ze oszacowania wymaga ilosc informacji zwiazanych z opisem
wielokatów bedacych czescia wsp(>lna obszarów wierzcholkowych. Opisem takim jest na
przyklad ci'ag boków poszczególnych wielokatów. Pokazemy, ze liczba ta jest proporcjonalna
do liczby odcinków. Dokladniej - udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Laczna liczba boków wielokatów bedacych czescia wspólnan obszarów
wierzcholkowych jest nie wieksza niz8n.

Lemat 1. Przeciecie kazdego z pasów z obszarami wierzcholkowymi jest wielokatem
wypuklym, którego bokami sa krawedzie obszarów wierzcholkowych. (Przez wielokat
rozumiemy figure o brzegu zlozonym z odcinków lub pólprostych.)

NE

NWsw

'SEsw

Dowód: Rozwazane przeciecie jest czescia wspólna pewnych pólplaszczyzn, zatem jest
wielokatem wypuklym. Latwo zauwazyc, ze proste pionowe ograniczajace pas nie moga byc
bekami wielokata - kazda z nich, z wyjatkiem jednego punktu, lezy na zewnatrz obszaru
wierzcholkowego, którego wierzcholek zawiera.

Z lematu wynika, iz przeciecien obszarów wierzcholkowych jest suma co najwyzejn + 1
wielokató'W. Nazwijmy je skladowymi tego przeciecia. Rozpatrzmy krawedz okreslonego typu
(np. N E) jednego z obszarów wierzcholkowych. Wystepuje ona jako bok pewnych skladowych
przeciecia. Numerujemy te wystapienia poczynajac od skladowych naj da lej polozonych wzgledem
wierzcholka obszaru.

Stwierdzenie to jest dosc zaskakujace; wydawac sie moze, ze liczba ta jest równa2n(n+ 1), co
dla duzych n ogromnie przewyzsza8n. Istotnie, gdyby nie zaloienie, ze zaden z obszarów
wierzcholkowych nie zawiera prostej pionowej, mozna by skonstruowac przyklad z2n(n+ 1)
bokami. To niepozornie wygladajace zalozenie calkowicie zmienia sytuacje.

W dowodzie twierdzenia posluzymy sie dwoma lematami. Rozpatrzmy obszar wierzcholkowy.
Nazwijmy jego krawedzie kierunkami stron swiata. Sadzimy, ze rysunki najlepiej wyjasniaja
zasade tego nazewnictwa. Przeprowadzimy proste pionowe przez wierzcholki wszystkich
obszarów wierzcholkowych. Podziela one plaszczyzne nan+ 1 pasów (w tym dwie
pólplaszczyzny).
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Rozwiazanie zadania F 201. Ilosc ciepla,
jaka otrzymuje czesc preta o przekroju
kolowym znajdujaca' sie w plomieniu, jest

proporcjonalna do jej powierzchni bocznej,
a wiecdo promienia preta. Cieplo jest
odprowadzane wzdluz preta. Straty ciepla sa
wiec proporcjonalne do powierzchni
przekroju poprzecznego preta, a ;iec do
kwadratu promienia. Dlatego równowaga

Cieplna grubego preta ustala sie w znacznie
mzszej temperaturze niz cienkiego drutu
i cienki drut topi sie w plomieniu, a gruby
pret nie.

Iwyst9pienie

Jf.wystgpienie

JJlwyst9pienie

L~mat 2. W kazdym wielokacie (skladowej przeciecia) wszystkie krawedzie danego kierunku
(NE, NW, SWlub SE), z wyjatkiem co najwyzej jednej, wystepuja pierwszy raz.

Dowód: Zauwazmy, ze nie po raz pierwszy wystapic moze tylko krawedz o naj mniejszym
nachyleniu sposród krawedzi danego kierunku. W wielokacie jest co najwyzej jedna taka
krawedz kazdego kierunku. (Czy nachylenie krawedziNE drugiego z obszarów przedstawionych
na rysunku 3 jest duze, czy male?)

Teraz mozemy wyznaczyc laczna liczbe boków wielokatów skladowych. Liczba pierwszych
wystapien krawedzi obszarów wierzcholkowych nie przekroczy liczby wszystkich krawedzi,
tj. 4n. W kazdej z n-l skladowych ograniczonych moga pojawic sie co najwyzej cztery boki
pochodzace od krawedzi wystepujacych nie pierwszy raz. Daje to dodatkowo(4n-4) boki
skladowych ograniczonych. W skladowych nieograniczonych pojawic sie moga co najwyzej po
dwa takie boki, bowiem kazda z takich skladowych ma boki pochodzace od krawedzi w dwóch
kierunkach (SW i NW lub SE i NE). W sumie otrzymujemy oszacowanie8n na laczna liczbe
boków wielokatów skladowych, co konczy dowód twierdzenia.

Okazuje sie, ze przedstawione oszacowanie nie jest najlepsze. Mozna je poprawic doL7,S nj - 4
(Lrj oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza niz r) i to oszacowanie jest juz niemal

optymalne. Istnieja przyklady obszarów wierzcholkowych dajacych w przecieciuL7,S nj - 6
boków. Jednak zarówno dowód tego oszacowania, jak i konstrukcja przykladu nie sa juz latwe .

.Zastanówmy sie na koniec nad zlozonoscia wykominia transformacji dualnej w przypadku,
gdy algorytm zIiajdówania prostej przeszywajacej jest realizowany przez komputer. Chwila
namyslu przekonuje, ze zlozonosc ta jest... zerowa. Po prostu transformacja dualna, która tak
bardzo ulatwila nam prace, nie jest dla komputera zadnym przeksztalceniem. Proste
reprezentowane przez pare liczb przechodza w transformacji dualnej na te same pary. Odcinek

jest para par wspólrzednych swoich konców, a obszar wierzcholkowy jest para tych samych
par liczb oznaczajacych tym razem jego krawedzie. Cala transformacja jest wiec tylko zmiana
interpretacji, która pozwolila w naszym przypadku zastapic malo uchwytne zbiory prostych

, przecinajacych odcinki znacznie latwiej wyobrazalnymi obszarami wierzcholkowymi. W geometrii
analitycznej identyfikujemy punkt z jego wspólrzednymi. Nie warto jednak brac tego
utozsamienia zbyt kategorycznie, gdyz, jak to wskazuje powyzszy przyklad, moze to ograniczac
nasza intuicje.

Przedstawiony w tym artykule algorytm nalezy do geometrii obliczeniowej, bedacej czescia dzialu
projektowania i analizy algorytmów. Projektowane w obrebie geometrii obliczeniowej algorytmy
znajduja zastosowanie miedzy innymi w grafice komputerowej, a takze w statystyce
matematycznej.
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