Kacik olimpijski

Funkcja f :(a, b)— R nazywa si¢ funkcja wypukla, jeli dla dowolnych x, ye(a, b)i0 < r <1
zachodzi nieréwnosé

()] St x+(1=1):y) < t- f(x)+(1=2) f().

Geometrycznie oznacza to, ze dla dowolnej prostej przecinajgcej wykres funkcji w wiecej niz
jednym punkcie zadna czg$¢ wykresu miedzy punktami przecigcia nie lezy nad ta prosts.

Dla funkcji wypuklej zachodzi nierbwno$¢ Jensena:
Dla dowolnych x,, x3, ..., X, € (a, b) oraz nieujemnych ¢, ¢, ..., I, speiniajagcych warunek
4., 44, = | mamy ;

&) St i+ o 0 X) S 1S+ A e ().
Nierownosci tej dowodzi si¢ za pomoca indukcji matematycznej korzystajac z nieréwnosci (1).
Udowodnijmy teraz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ mamy
Tt
Dzielac przez a+ b+ ¢ otrzymujemy nierdwnos$¢ rownowazng
( il i o )’ a*+b*+c?

a+b+c at+b+e
ktéra wynika bezposrednio z (2), jesli podstawimy f(x) = x3, n=3,x;, = a, x; = b, x5 = ¢,

t (i = 1, 2, 3). Trzeba jeszcze wiedziec, ze funkcja f jest wypukta. Mozna to latwo

a+b+e
sprawdzi¢ korzystajac z jednego z ponizszych warunkow.
(3) Jesli druga pochodna funkcji (w przedziale) istnieje i jest nieujemna, to funkcja jest w tym
przedziale wypukla.

(4) Jesli w kazdym punkcie x € (a, b) istnieja pochodne lewo- i prawostronne (f” (x) i /7 (x)),
przy czym f’(x) < f| (x) oraz pochodne te sg funkcjami niemalejgcymi, to funkcja jest w
przedziale (a, b) wypukia.

(Funkcja warto$¢ bezwzgledna nie jest rézniczkowalna, ale spelnia warunek (4).)
W naszym zadaniu f"(x) = 2 > 0.

Uwaga: Jesli druga pochodna jest dodatnia w przedziale, to funkcja jest $ciSle wypukla, tzn.
jesli tylko nie wszystkie x,, ..., x, sa rowne oraz.0 < r; < 1 (i = 1,..., n), to nierbwnos¢ (2)
jest ostra.

A oto zadania, w ktdrych mozna skorzystac¢ z nierownosci Jensena

1. Dowies¢, ze
N w e 1
“YiglT g2 L 1gad® < y2-1 < 2 (B . +1844°).

(I Zawody Austriacko-Polskie, 1978r.)
2. Udowodni¢, ze dla kazdych liczb dodatnich p i g spelniajacych warunek p+¢ = 1 zachodzi
nier6wnosé
plogp+glogg = —log2.
(2—1—XXID

3. Udowodni¢, ze jesli liczby x, y, z > —1 spelniaja warunek x+y+z = 1, to

x y z 3
—_— €
1+x 14y 1+z P

(2—1I—XXXVID)

4. W okrag k wpisany jest trojkat ABC. Na okregu k wybrano takie punkty A°, B, C’, ze
proste A4’, BB’, CC’ zawieraja $rodkowe trojkata ABC. Wykazad, ze pole trojkata -A'B'C’ jest
nie mniejsze od pola trojkata ABC.
(3 — I —XXXI)
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