
Kacik olimpijski

Funkcja f :(a, b)-+R nazywa sie funkcja wypukla, jesli dla dowolnychx, y E (a, b) i O ~ t ~ 1
zachodzi nierównosc

(1) f(t· X+ (1- t)· y) ~ t· f(x)+ (1- t) .f(y).

Geometrycznie oznacza to, ze dla dowolnej prostej przecinajacej wykres funkcji w wiecej niz

jednym punkcie zadna czesc wykresu miedzy punktami przeciecia nie lezy nad ta. prosta.

Dla funkcji wypuklej zachodzi nierównosc Jensena:
Dla dowolnych x" X2, ... , X. E (a, b) oraz nieujemnych t" t2, ... , t. spelniajacych warunek
tl +9. .. +t. = 1 mamy

(2)

Nierównosci tej dowodzi sie za pomoca indukcji matematycznej korzystajac z nierównosci (1).

Udowodnijmy teraz, ze dla dowolnych liczb dodatnicha, b, e mamy

(a2+b2+e2)2
_____ ~ a3+b3+e3.

a+b+e

Dzielac przeza+b+e otrzymujemy nierównosc równowazna

która wynika bezposrednio z (2), jesli podstawimyf(x) = X2, n = 3, Xl = a, X2= b, X3= e,

t, = X, (i = 1,2, 3). Trzebaje~zcze wiedziec, ze funkcjajjest wypukla: Mozna to latwo
a+b+e

sprawdzic korzystajac z jednego z ponizszych warunków.

(3) Jesli druga pochodna funkcji (w przedziale) istnieje i jest nieujemna, to funkcja jest w tym
przedziale wypukla.

(4) Jesli w kazdym punkcieX E (a, b) istnieja pochodne lewo- i prawostronne(f~(x) ij~(x»,

przy czymf:' (x) ~ f~(x) oraz pochodne te sa funkcjami niemalejacymi, to funkcja jest w
przedziale (a, b) wypukla.

(Funkcja wartosc bezwzgledna nie jest rózniczkowalna, ale spelnia warunek (4).)

W naszym zadaniuf"(x) '" 2> O.

Uwaga: Jesli druga pochodna jest dodatnia w przedziale, to funkcja jest scisle wypukla, tzn.

jesli tylko nie wszystkieX l, ..., X. sa równe oraz O< t I < 1 (i = 1,... , n), to nierównosc (2)
jest ostra.

A oto zadania, w których mozna skorzystac z nierównosci Jensena

l. Dowiesc, ze

(I Zawody Austriacko-Polskie, 1978r.)

2. Udowodnic, ze dla kazdych liczb dodatnichp i q spelniajacych warunekp + q = 1 zachodzi
nierównosc

plogp+qlogq ~ -log2.

(2-1 -XXII)

3. Udowodnic, ze jesli liczbyx, y, z > -1 spelniaja warunekx+ y+ z = 1, to

X Y z 3
-~+--+--~-
l+x l+y l+z 2

(2 - I - XXXVIO

4. W okrag k wpisany jest trójkat ABC. Na okregu k wybrano takie punktyA', B', C, ze
proste AA', BB', CC'zawieraja srodkowe trójkataABC. Wykazac, ze poletrójkata,A'B'C jest
nie mniejsze od pola trójkataABC.

(3 -I-XXXI)
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