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W szkole czasami zdarzaja sie zadania,W których nauczyciel nie przewidzial pewnych
dodatkowych wariantów rozwiazania, stawiajacych niekiedy pod znakiem zapytania
kategorycznosc stwierdzen z tresci samego zadania. Jesli takie zadanie z "drugim dnem"

nauczyciel podaje swiadomie, chodzi mu o zastawienie swoistej pulapki na uczniów ..Jesli
jednak nieswiadomie, to mimowolnie zastawia tez pulapke na siebie. Do zupelnych wyjatków
naleza takie zadania na prawdziwych zawodach matematycznych, jakimi sa Olimpiady
Matematyczne. Kronikarze amatorzy wspominajacy dawniejsze Olimpiady nie mogli sobie

przypomniec takich pulapek nieswiadomie zastawionych na uczniów - zawodników. Slepy los
zadecydowal, ze taka pulapka znalazla sie w finale XXV krajowej Olimpiady w roku szkolnym
1973/74. Wspomnienie to spisane jest przez bylego zawodnika.

Pierwszy dzien zawodów finalowych ot~orzylo nastepujace zadanie geometryczne:

vi czworoscianie ABCD krawedz AB jest prostopadla do krawedziCD i -l: ACB = -l: ADB.

Udowodnic, ze plaszczyzna wyznaczona przez krawedzAB i srodek krawedzi CD jest
prostopadla do krawedziCD.

Przyjrzyjmy sie, jak w naturalny sposób rozwiazywala to zadanie zdecydowana wiekszosc
zawodników, nie wylaczajac wspominajacego tamte zawody.

Zaczynano zwykle od rysunku. Po wykonaniu szkicu czworoscianu (rys. 1) zastanawiano sie,
w który punkt P·na krawedzi AB rzutuje sie prostokatnie (zalozenie!) cala krawedzCD.
Nastepnie dorysowujac odcinkiPC oraz PD (wysokosci odpowiednich scian czworoscianu!)
starano sie udowodnic iGh równosc. Do tego bowiem instynktownie sklanialo zalozenie o
równosci katów -l: ACB = -l: ADB. I istotnie, taki rysunek narzucal sformulowanie nowej, IV
"cechy przystawania trójkatów":

Trójkaty majace jednakowe podstawy i katy lezace naprzeciw nich oraz jednakowo polozone
spodki wysokosci opuszczonych na te podstawy sa przystajace.

Teraz'kazdy potrafilby sam kontynuowac rozumowanie. Mianowicie, w trójkatach przystajacych
wysokosci opuszczone na odpowiadajace sobie boki sa równe, zatemIPCI = IPD!. Oznaczajac
przez Q srodek krawedzi CD otrzymywano, izPQ jest symetralna odcinkaCD. Prosta CD

okazywala sie zatem byc prostopadla i doAB (z zalozenia), i doPQ. Takze wiec - prostopadla
do plaszczyzny rozpietej na tych dwóch prostychAB oraz PQ, a o to przeciez chodzilo w
zadaniu olimpijskim.

Takie tez rozwiazanie przedstawil jeden z zawodników, ochotnik, na tradycyjnym spotkaniu-
herbatce po poludniu drugiego dnia zawodów finalowych.

Sposród,tych, którzy rozwiazali to zadanie blednie, gdy~ nie dostrzegali owego ukrytego
drugiego dna, nie wszyscy zapewne postepowali dokladnie w sposób powyzej opisany. Wsród
71 uczestników zawodów finalowych bylo tez kilku, którzy to drugie dno dostrzegli i w swoich
rozwazaniach na temat zadania doszli do konkluzji, ze w tym sformulowaniu jego teza jest po
prostu falszywa. We wspomnieniach innych jeszcze uczestników zawodów powtarza sie liczba
co najmniej czterech olimpijczyków, którzy tak wlasnie postapili;

..
Niektórzy z uczestników, którym podczas pierwszego dnia zawodów nie dopisala wyobraznia
geometrycZDa, sami przemysleli lub dowiedzieli sie o swym bledzie do poranka nastepnego dnia.
W szczególnosci rano przed drugim dniem zawodów w grupie uczniów z klas matematycznych
Liceum im. Gottwalda w Warszawie trwala goraczkowa dyskusja nad tym wlasnie zadaniem.
Chyba nikt z gottwaldowców nie zauwazyl pierwszego dnia tej mimowolnie ukrytej w zadaniu
pulapki ...

Czytelnik domysla sie juz zapewne, gdzie byl pies pogrzebany. Istotnie, nie ma takiej IV cechy
przystawania trójkatów, jak wspomniana powyzej i opatrzona cudzyslowem. Zapytajmy, kiedy
taka "cecha" nie jest prawdziwa. Otóz tylko wtedy, gdy spodek wysokosciP lezy I!a prostej
AB poza sama krawedziaAB, choc i wtedy moze sie zdarzyc, ze teza naszego zadania bedzie
spelniona. Kat przy wierzcholkuA lub B w trójkatach ABC oraz ABD musi WÓWCZ!lS byc

rozwarty, a wiec równe katy-l: ACB oraz -l: ADB musza byc ostre, tzn. wpisane w luk okregu
dluzszy niz polowa o~regu (rys. 2). Dla czworoscianów bardziej przysadzistych, z tymi
dwoma katami prostymi lub rozwartymi, teza zadania jest w calej rozciaglosci prawdziwa.
Wymienione katy sa wtedy wpisane w luk bedacy nie wiecej niz polowa okregu. Oznacza to,
ze punkt P moze wtedy lezec tylko wewnatrz krawedziAii, a prostopadla przezen poprowadzona

moze tylko w jednym miejscu przeciaq taki luk. Nie ma wtedy dwóch mozliwosci dla punktów
C i D. Natomiast - podkreslmy to glostrzezenie - przy wspomnianych katach ostrych
wysokosci PC oraz PD moga róznic sie diametralnie, wlasnie na przyklad tak jak na rysunku 2.
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Nie ma wtedy mowy o tym, byPQ byla symetralna krawedziCD. Nie ma wiec tez wtedy
prostopadlosci CD do PQ. Prosta CD nie moze wówczas byc prostopadla do calej plaszczyzny
rozpietej na prostychAB oraz PQ - i teza zadania okazuje sie wtedy falszywa.

Jaki jednak wyjatek mielismy na mysli, kiedy to nawet przy ostrych, równych katach-l:ACB
oraz ~ADB mozna cale zadanie uratowac?

Okazuje sie, ze wspólny spodekP dwóch wysokosci moze znajdowac sie na prostejAB, poza
odcinkiem AB, w miejscu szczególnym. Dajacym mianowicie stycznosc prostopadlej doAB
przez P do luku opartego na cieciwieAB, z którego AB widac pod wspomnianym katem
(oczywiscie ostrym). Jest to uwidocznione na rysunku 3. Widzimy, ze wtedy mozliwa jest

(szczesliwie) Jedna tylko wysokosc opuszczona naAB d~a trójkatów ABC oraZ ABD. A to, jak
wiemy, stanowi tu sedno. Dla pewnych, w specjalny sposób pochylodych czworoscianów z
ostrym katem ~ACB = ~ADB teza zadania olimpijskiego zachodzi wiec równiez.

CÓZ dzialo sie dalej podczas wspomnianej herbatki pod koniec drugiego dnia zawodów?

(Zawodnicy moga na takich herbatkach dyskutowac miedzy soba, ucze~tniczacy zas w herbatce
czlonkowie Komitetu Glównego Olimpiady nie zawsze komentuja od siebie rozwiazania
uczniów.)

Rys. 3Rys. 2

Gdy Ochotnik przedstawil przytoczona tu w przyblizeniu, polowiczna analize zadania, grupa
zawodników z Liceum Gottwalda nie czekala juz dluzej z ujawnieniem swojej znajomosci
drugiego dna w tym zadaniu. Jeden z gottwaldowców zglosil sie od razu do dyskusji i zaczal
wyjasniac sl~by punkt w rozwiazaniu Ochotnika. Wtedy oczywiscie wlaczyli sie do wymiany zdan

przedstawiciele Komitetu Glównego, którzy ~twarcie stwierdzili, ze do tej pory nie zauwazyli
pulapki. Takie oswiadczenie spowodowalo odprezenie wsród zawodników. Zaczely sie jednak
spekulacje na temat oceny rozwiazan. Gwoli kronikarskiej dokladnosci trzeba stwierdzic, Ze
matematycy z Komitetu Glównego nie dali od razu.za wygrana i zaczeli sprawdzac poprawnosc
wnioskówzawodnika-gottwaldowca. Wtedy wlaczyl sie z sali ktos z tej samej "silnej grupy".
Oswiadczyl on kategorycznie, ze potrafi analitycznie okreslic czworoscian, dla którego teza
zadania nie bedzie prawdziwa, co tez w chwile pózniej uczynil. Równoczesnie Komitet Glówny

tez byl juz pewny swojego niedopatrzenia. Ogloszono, ze najwyzej punktowane beda rozwiazania
pehle, wskazujace na mozliwosc niezachodzenia tezy zadania.
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Najciekawsze jest to, ze co najmniej czterej zawodnicy przeprowadzili w tym zadaniu pelna
analize juz w czasie zawodów i uwidocznili ja w swoich rozWiazaniach. Jak to czesto jednak
zdarza sie w zyciu, nie oni nadawali ton dyskusjom na przyolimpijskiej gieldzie i podczas herbatki.
W prywatnych rozmowach z zawodnikami z Liceum Gottwalda:stwierdzali tylko rzeczowo, iz
nie rozumieja tak duzego podniecenia towarzyszacego temu zadaniu; po prostu okazalo sie
czesciowo nieprawdziwe i tyle.

Gdy teraz, po ponad 11 latach, poChylamy sie nad zólknacym juz tomikiem sprawozdan
Komitetu Glównego z XXV Olimpiady Matematycznej, odnajdujemy tam m.in. statystyke
rozwiazan poszczególnych zadan. Odczytujemy z niej, ze bardzo dobrze rozwiazalo wtedy to
zadanie 9 zawodników, dobrzei:dostatecznie 27, niedostatecznie 31, 2 zawodników nie
rozpoczelo zadania. Byc moze Komitet Glówny - uwzgledniajac swoje przeoczenie - stosowal
lagodniejsza skale ocen dla tego zadania geometrycznego. W przedziale "bardzo dobrze"
zmiescilo sie jeszcze kilku zawodników poza wspomniana czwórka. Ciekawe natomiast, czy

zawodnicy niezawodni w jednym temacie olimpijskim okazali sie równie sprawni podczas calych
jubileuszowych, dwudziestych piatyl;h zawodów. Moze ~nny kronikarz amator lub sami
zainteresowani umieliby odpowiedziec na to pytanie.

Caly ten barwny epizod potwierdza prawde, ze w swiecie matematyki i jej nieublaganych
wnioskowan wszyscy moga sie czuc i naprawde sa równi. Mlodzi olimpijczycy dyskutujacy jak
równy z równym ze znanymi matematykami z Komitetu Glównego Olimpiady - to obraz,
który na trwale pozostanie w pamieci piszacego te slowa.
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