Zadanie— pulapka Mgr Piotr MORMUL

W szkole czasami zdarzaja si¢ zadania, w ktorych nauczyciel nie przewidzial pewnych
dodatkowych wariantow rozwigzania, stawiajacych niekiedy pod znakiem zapytania
kategoryczno$é stwierdzen z tre$ci samego zadania. Jesli takie zadanie z ,,drugim dnem”
nauczyciel podaje §wiadomie, chodzi mu o zastawienie swoistej pulapki na uczniow. Jeéli
jednak nie$wiadomie, to mimowolnie zastawia tez pulapke na siebie. Do zupelnych wyjatkow
nalezg takie zadania na prawdziwych zawodach matematycznych, jakimi sa Olimpiady
Matematyczne. Kronikarze amatorzy wspominajacy dawniejsze Olimpiady nie mogli sobie
przypomnieé takich pulapek nieswiadomie zastawionych na uczniéw — zawodnikow. Slepy los
zadecydowal, ze taka pulapka znalazia sie w finale XXV krajowej Olimpiady w roku szkolnym
1973/74. Wspomnienie to spisane jest przez bylego zawodnika.

Pierwszy dzien zawodo6w finalowych ot‘v_vorzylo nastepujace zadanie geomeiryczne:

W czworoscianie ABCD krawgdZ AB jest prostopadia do krawedzi CD i ¥ ACB = ¥ ADB.
Udowodnic, ze plaszczyzna wyznaczona przez krawedZ AB i §rodek krawedzi CD jest
prostopadia do krawedzi CD.

Przyjrzyjmy sig, jak w naturalny sposob rozwigzywala to zadanie zdecydowana wigkszo$¢
zawodnikéw, nie wylgczajac wspominajacego tamte zawody.

Zaczynano zwykle od rysunku. Po wykonaniu szkicu czworoscianu (rys. 1) zastanawiano sig,
w ktéry punkt P na krawedzi AB rzutuje si¢ prostokatnie (zalozenie!) cata krawgdz CD.
Nastepnie dorysowujac odcinki PC oraz PD (wysokosci odpowiednich ician czworoscianu!)
starano si¢ udowodnic¢ ich rownos¢. Do tego bowiem instynktownie sklanialo zalozenie o
rownosci katow ¥ ACB = ¥ ADB. 1 istotnie, taki rysunek narzucal sformulowanie nowej, IV
»,cechy przystawania trojkatow™ :

Tréjkaty majace jednakowe podstawy i katy lezace naprzeciw nich oraz jednakowo potozone
spodki wysokosci opuszczonych na te podstawy sg przystajace.

Teraz kazdy potrafilby sam kontynuowa¢ rozumowanie. Mianowicie, w trdjkatach przystajacych
wysokosci opuszezone na odpowiadajace sobie boki sa réwne, zatem |PC| = |PD|. Oznaczajgc
przez Q $rodek krawedzi CD otrzymywano, iz PQ jest symetralng odcinka CD. Prosta CD
okazywala si¢ zatem by¢ prostopadia i do AB (z zalozenia), i do PQ. Takze wiec — prostopadia
do plaszczyzny rozpietej na tych dwoch prostych AB oraz PQ, a o to przeciez chodzilo w
zadaniu olimpijskim.

Takie tez rozwigzanie przedstawil jeden z zawodnikéw, ochotnik, na tradycyjnym spotkaniu —
herbatce po poludniu drugiego dnia zawodow finalowych.

Sposréd tych, ktérzy rozwiazali to zadanie blednie, gdyz nie dostrzegali owego ukrytego
drugiego dna, nie wszyscy zapewne postepowali dokladnie w sposob powyzej opisany. Wérod
71 uczestnikéw zawodow finalowych bylo tez kilku, ktdrzy to drugie dno dostrzegli i w swoich
rozwazaniach na temat zadania doszli do konkluzji, ze w tym sformulowaniu jego teza jest po
prostu falszywa. We wspomnieniach innych jeszcze uczestnikéw zawodow powtarza sig liczba
co najmniej czterech olimpijczykow, ktérzy tak wlasnie postapili.

Niektorzy z uczestnikow, ktdérym podczas pierwszego dnia zawodow nie dopisala wyobraznia
geometryczna, sami przemysleli lub dowiedzieli si¢ 0 swym bledzie do poranka nastgpnego dnia.
W szczegbinoséci rano przed drugim dniem zawodéw w grupie uczniéw z klas matematycznych
Liceum im. Gotiwalda w Warszawie trwala gorgczkowa dyskusja nad tym wlaénie zadaniem.
Chyba nikt z gottwaldowcow nie zauwazyl pierwszego dnia tej mimowolnie ukrytej w zadaniu
pulapki...

Czytelnik domysla si¢ juz zapewne, gdzie byl pies pogrzebany. Istotnie, nie ma takiej IV cechy
przystawania trojkatow, jak wspomniana powyzej i opatrzona cudzyslowem. Zapytajmy, kiedy

ﬂ; taka ,,cecha’ nie jest prawdziwa. Ot6z tylko wtedy, gdy spodek wysokosci P lezy na prostej
AB poza sama krawedzia 4B, chot i wtedy moze sig zdarzy¢, Ze teza naszego zadania bedzie

Rozwigzanie zadania M 438, Niech wqlx) = spelniona. Kat przy wierzcholku A4 lub B w tréjkatach ABC oraz ABD musi wowczas by¢
2 0 e rozwarty, a wiec rowne katy ¥ ACB oraz ¥ ADB musza by¢ ostre, tzn. wpisane w luk okr¢gu
2! ) dhuzszy niz polowa okregu (rys. 2). Dla czworoscianéw bardziej przysadzistych, z tymi
. dwoma katami prostymi lub rozwartymi, teza zadania jest w calej rozciagltoéci prawdziwa.
B2 s ey~ STl ‘Wymienione katy sa wtedy wpisane w luk bedacy nie wiecej niz polowa okregu. Oznacza to,
R S ! T =1 = ze punkt P moze wtedy leze¢ tylko wewnatrz krawedzi AB, a prostopadia przezen poprowadzona
Miclibysmy wa@) = 0, wn_s(a) = 0, skad moze tylko w jednym miejscu przeciaé taki luk. Nie ma wtedy dwoch mozliwosci dla punktéw
= 0. Wiedy jednak wafa) = 1 C i D. Natomiast — podkreslmy to spostrzezenie — przy wspomnianych katach ostrych
S wysokoéci PC oraz PD moga roznié si¢ diametralnie, wlaénie na przyklad tak jak na rysunku 2.
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ﬂz Nie ma wtedy mowy o tym, by PQ byla symetralng krawedzi CD. Nie ma wiec tez wtedy
s prostopadiosci CD do PQ. Prosta CD nie moze wowczas byé prostopadia do calej plaszczyzny

Rozwigzznie zadaniz F 196. Nieregularmn rozpigtej na prostych AB oraz PQ — i teza zadania okazuje si¢ wtedy falszywa.
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Okazuje sig, ze wspolny spodek P dwoch wysokosci moze znajdowac si¢ na prostej AB, poza
odcinkiem 4B, w miejscu szczeg6lnym. Dajacym mianowicie styczno$¢ prostopadiej do AB
przez P do tuku opartego na cigciwie AB, z ktérego AB wida¢ pod wspomnianym katem
(oczywiscie ostrym). Jest to uwidocznione na rysunku 3. Widzimy, ze wtedy mozliwa jest
(szczgdliwie) jedna tylko wysokos¢ opuszczona na AB dla tréjkatéw ABC oraz ABD. A to, jak

"‘I‘Li" " - ‘ . wiemy, stanowi tu sedno. Dla pewnych, w specjalny sposob pochylofych czworoscianow z
LK, \lll\'l.-. wie. I| ¥ Oonowsy - - - - 3

:’u:n:m_ = e ostrym katem ¥ ACB = ¥ ADB teza zadania olimpijskiego zachodzi wigc rowniez.

:_:d;: ﬂc = r Coz dzialo si¢ dalej podczas wspomnianej herbatki pod koniec drugiego dnia zawodow?

(Zawodnicy moga na takich herbatkach dyskutowa¢ miedzy soba, uczestniczacy zaé w herbatce
czlonkowie Komitetu Gléwnego Olimpiady nie zawsze komentujg od siebie rozwiazania

korzysta sig = {al

uczniow.)
odbity pod katem Bre era | i Al
spolaryzowany Gdy Ochotnik przedstawil przytoczona tu w przyblizeniu, polowiczng analize zadania, grupa

zawodnikow z Liceum Gottwalda nie czekala juz dluzej z ujawnieniem swojej znajomoéci
drugiego dna w tym zadaniu. Jeden z gottwaldowcow zglosil sig od razu do dyskusji i zaczat
wyjasnia¢ staby punkt w rozwigzaniu Ochotnika. Wtedy oczywiscie wiaczyli sie¢ do wymiany zdan
przedstawiciele Komitetu Glownego, ktorzy otwarcie stwierdzili, Ze do tej pory nie zauwazyli
pulapki. Takie o$wiadczenie spowodowalo odprezenie wirdd zawodnikéw. Zaczely sig jednak
spekulacje na temat oceny rozwigzah. Gwoli kronikarskiej dokladnoéci trzeba stwierdzi¢, ze
matematycy z Komitetu Giéwnego nie dali od razu za wygrang i zaczgli sprawdzaé poprawnoéé
whnioskéw zawodnika-gottwaldowca. Wtedy wlaczyt sig z sali kto$ z tej samej ,,silnej grupy””.
Ofwiadczyt on kategorycznie, ze potrafi analitycznie okresli¢ czworoscian, dla ktérego teza
zadania nie bedzie prawdziwa, co tez w chwile p6Zniej uczynil. Réwnoczes$nie Komitet Gléwny
tez byt juz pewny swojego niedopatrzenia. Ogloszono, ze najwyzej punktowane beda rozwigzania
pelne, wskazujgce na mozliwos¢ niezachodzenia tezy zadania.

m Najciekawsze jest to, Zze co najmniej czterej zawodnicy przeprowadzili w tym zadaniu peing
Rorwigtanic radaniz M 434, Prrypuicmy, analizg juz w czasie zawodow i uwidocznili ]Q w swoich rozwiazaniach. Jak to czgsto jednak
e (&) jest rosnacym ciagiem wsrystkich zdarza si¢ w Zyciu, nie oni nadawali ton dyskusjom na przyolimpijskiej gieldzie i podczas herbatki.

liczh naturaloych, kidre o
rorwinigciu drissigtnym. Re

maia va* W prywatnych rozmowach z zawodnikami z Liceum Gottwalda stwierdzali tylko rzeczowo, iz

iy R nie rozumieja tak duzego podniecenia towarzyszacego temu zadaniu; po prostu okazalo sig
ciggu (a,), ktdre majy / A
R ik 95 maczyna sie od ustalons] czgiciowo nieprawdziwe i tyle.
¢. Suma odwrotnodci liczh
2,“,::; B ok el & bt e Gdy teraz, po ponad 11 latach, pochylamy si¢ nad 2zétknacym juz tomikiem sprawozdaf
wigksza nii Komitetu Gléwnego z XXV Olimpiady Matematycznej, odnajdujemy tam m.in. statystyke
o g, - rozwigzafi poszczegdlnych zadas. Odczytujemy z niej, ze bardzo dobrze rozwigzalo wtedy to
c -1¥ zadanie 9 zawodnikéw, dobrze 2, dostatecznie 27, niedostatecznie 31, 2 zawodnikéw nie

W takim razic suma odwrotnoici liczh rozpoczglo zadania. By¢é moze Komitet Glowny — uwzgledniajac swoje przeoczenie — stosowatl

kcyfrowych jest aie wicksza nis lagodniejsza skale ocen dla tego zadania geometrycznego. W przedziale ,,bardzo dobrze™

(H B o1t s zmiescilo si¢ jeszcze kilku zawodnikéw poza wspomniang czwoérks. Ciekawe natomiast, czy
i B 9] \10] 10 \10] zawodnicy niezawodni w jednym temacie olimpijskim okazali si¢ rownie sprawni podczas calych
© i ostatecrnic jubileuszowych, dwudziestych piatych zawodéw. Motze inny kronikarz amator lub sami
: {. = zainteresowani umieliby odpowiedzie¢ na to pytanie.
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B &= 10l Caly ten barwny epizod potwierdza prawde, ze w $wiecie matematyki i jej nieublaganych

| 2g ‘ . 5 wnioskowan wszyscy moga si¢ czu€ i naprawdg s rowni. Mlodzi olimpijezycy dyskutujacy jak
| =10 == réwny z rOwnym ze znanymi matematykami z Komitetu Gléwnego Olimpiady — to obraz,
I 10 ktory na trwale pozostanie w pamieci piszacego te slowa.

1S



