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Mamy danych n roznych liczb x,, ..., x, i chcemy je
uporzadkowad, tzn. ustawi¢ w ciag ¥, < yz < ... < y». Ponadto
jedyna operacja, ktorg mozemy na tych liczbach wykonywac, jest
operacja porownania dwu liczb. Ile takich poréwnai trzeba
wykonaé, aby dane liczby uporzadkowac?

Jeden z najprostszych algorytmow polega na sukcesywnym
wstawianiu do juz uporzadkowanego poczatkowego ciagu y; <
< ... < % (1 <k < n—1)elementu x;,,, porownujgc go kolejno
Z ¥1, ..., V&, az natrafimy na wlasciwe miejsce. Moze si¢ jednak
zdarzy¢, ze takie wstawienie bedzie wymagalo poréwnania xy.
ze wszystkimi elementami y,, ..., ¥k, 8dY xe4; bedzie wigksze od
¥x. Zatem liczba porownan przy takim postgpowaniu bedzie co
najwyzej rowna
n
Z TR
k=2 :

Sam proces wstawiania mozna jednak fatwo przyspieszyc.
Zauwazyl to po raz pierwszy polski matematyk Hugo

Steinhaus, Mianowicie zamiast poréwnywac¢ xx,; po kolei

Z Y1, ..., Ve Moina porownac x.; Z elementem Srodkowym ciggu
Y1» oo ¥y €2Z¥1i Z Yk4 1)/21 (gdzie r) oznacza najwicksza liczbe
catkowita j nie wiekszg niz r). W zaleznosci od wyniku
poréwnania Xxs; Z ¥ Lk+1),21 WStawiamy x4, albo do ciagu

Y1y ooon Yuks 121 310 dO CiagU Yyws 13721415 -5 Vi, ale kaZde takie
wstawienie tez wykonujemy metoda poréwnania z elementem
srodkowym. Metode te nazywa si¢ bisekcja (metods dzielenia na
polowy). Ile porownan wystarczy do wstawienia xx;, W ciag

¥1. ..., Ve ta metoda? Latwo zauwazyé, ze gdy k+1 jest potega
dwojki, tzn. k+1 = 2', wowczas wstawianie bisekcja kosztuje

i por6éwnan. Na przyklad dla k = 3 mamy dwa poréwnania
(najpierw z y;, potem z y, lub y;), a dla k = 7 mamy trzy
poréwnania (najpierw z ys, a potem wstawiamy W ¥;, ¥z, ¥s

lub ys, ¥s, ¥7). Dla k+1 = 2' bisekcja za kazdym razem dzieli
dany ciag na dwie rowne czesci, dzieki czemu liczba poréwnan
zawsze wynosi i. Jezeli jednak k+ 1 nie jest potega dwojki, to
takie dzielenie na dwie czesci nie zawsze da dwa podciagi o tej
samej dlugoéci. Jaka bedzie wowczas maksymalna liczba
poréwnan? Weizmy najblizszg potege dwojki, wigksza niz k+ 1.
Czyli bierzemy najmniejsze i, takie ze 2' > k+1. Liczba
porownan wykonywanych przy stosowaniu algorytmu bisekcji nie
moze byé wieksza niz to i. Zatem wstawienie xx,, metoda
bisekcji w ciag y1, ..., ¥x kosztuje co najwyzej flog,(k+ 1)
poréwnan, gdzie Tr1 oznacza najmniejsza liczbe catkowita j nie
mniejsza niz r. Wstawiajac wigc w kazdym kroku do ciggu

¥1 < ... < ygelement x,,; metoda bisekcji otrzymamy algorytm
sortowania o koszcie co najwyzej

n
Z "loga(k)?
k=2

porownan. Czytelnik z latwoscig sam udowodni, ze powyzsza
suma rowna sie

n- Mog,n'—2rlogam 4

czyli ze algorytm Steinhausa jest znacznie lepszy od algorytmu
przedstawionego na samym poczatku.
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W latach piecdziesigtych trwalo poszukiwanie jeszcze lepszego
algorytmu. Odkryli taki algorytm Lester Ford i Selmer Johnson.
Ma on trzy fazy. W pierwszej fazie dzieli si¢ cigg na (n/2, par,
zostawiajac ewentualnie jeden element na boku i porzadkuje sig
kazdg pare. W fazie drugiej stosujgc rekurencyjnie algorytm
Forda-Johnsona porzadkuje si¢ elementy wigksze par. Po tych
dwu fazach otrzymamy wynik, ktéry mozna zilustrowac
diagramem (gdzie strzatka oznacza <):

Gy Gy 03— 04— Qs ...... ay
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by = by by by bs...... by biyy

i= lm’z,

W fazie trzeciej musimy elementy b,, ba, bg, bs, ..., b, bisy
wstawi¢ do uporzadkowanego ciagu b,, a,, a1, a1, aa, as, ..., a.
Teraz nastepuje najwazniejszy moment algorytmu. Przypomnijmy,
ze bisekcja dziala najskuteczniej, gdy cigg wraz ze wstawianym
elementem ma dlugos¢, ktora jest potega dwojki. Wstawienie
bisekcja b, w ciag b,, a, wymaga dwu poroéwnan, ale wowczas
wstawienie b; w tak otrzymany cigg czteroelementowy
wymagaloby juz trzech poréwnan.

Zamienmy t¢ kolejnos¢ wstawiania. Najpierw wstawiamy b; o
w ciag by, a,, az, co kosztuje dwa poréwnania, nastepnie
wstawiamy b, w ciag co najwyzej trzyelementowy (dojdzie, by¢
moze, b;, ale a; i a; sa wigksze od b;), co tez kosztuje tylko
trzy poréwnania. Po wstawieniu bisekcjg tych dwu elementow
otrzymamy diagram:

€ —*C2—*C3—*Cya—+Cs>Cs 04 ds ...... ay

il =
b By by by,

gdzie ¢,, ¢;, €1, Cs, €3, Cs jest uporzadkowanym ciggiem
elementow a, , az, as, b, bz, b;. Nastepna potega dwojki jest

8 = 23, Jakie elementy mozna wstawi¢ za pomoca trzech
pordwnan? Otdz wstawiajac bs w ciag ¢y, ..., s, a4 Wykonujemy
trzy poréwnania i wstawiajac by W ¢4, ..., ¢ powigkszony by¢
moze o bs, tez wykonujemy tylko trzy poréwnania.

Nastepna potgga dwojki bedzie 16 = 2*. Liczac skrupulatnie
stwierdzimy, ze elementy b,;, b,o, bs, bs, b7, b mozna wstawi¢
bisekcja, kazdy za pomoca czterech poréwnari, o ile bedg one
wstawiane w takiej odwrotnej kolejnoséci. Albowiem wstawienie
by, przedhluzy, by¢ moze, ciag poczatkowy, ale przechodzac do
wstawiania b,o wiemy, ze b;p < a,0, CO zapewnia, ze bisekcja
bedzie w dalszym ciagu kosztowac co najwyzej cztery
poréwnania itd.

Ponizej przedstawiamy tabelke kosztéw trzech oméwionych
algorytméw dla poczatkowych wartosci n.

n 34 567 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18

bezposredni 3 6 10 1521 28 36 45 55 66 78 91 105 120 136 153

Steinhausa 3 5 811 1417 2125 29 33 37 41 45 49 54 59

Forda-Johnsona 3 5 7 10 13 16 19 22 26 30 34 38 42 46 50 54

Wyznaczenie wzorem kosztu dzialania algorytmu Forda-Johnsona
jest zadaniem trudnym. Podamy tylko, ze koszt ten mozna
wyrazi¢ sumg:

n

> tloga(3k/4),
k=2

co po zwinieciu daje:
n- "loga(3n/4)' — 2L108:(6m)1/3} 4 loga(6n))/2;.

Dopiero w roku 1981 wykazano, ze istnigje algorytm jeszcze
lepszy, jednak nawet dla wytrawnych informatykéw zrozumienie
jego struktury jest powaznym problemem,



