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W jednym ze starszych numerówAmerican Mathematical Monthly(tom 44,1937, str. 579-583)
znalezlismy ciekawe twierdzenie Williamsa. Warto je chyba przedstawic wDelcie.

W kazdym trójkacie zachodzi nierównosc

sin~ sin~siny "" _1_ (2 YI3-5) Y2 y13+222 2 54

i oszacowania nie da sie poprawic, tj. istnieje trójkat, w którym powyzsza nierównosc staje sie
równoscia·

Dla dowodu oznaczmy sin ~ sin ~ siny przez R. Poniewaz y= 1t - (oc + P) (zob. [l J w spisie2 2

(OC-p oc+P) oc+P oc+P

literatury), wiec (zob. [2]):R = cos---cos-- sin--cos--.
2 2 2 2

Polózmy terazoc = x+d, P = x-d, y = cos x, k = I-cos d, i po prostych przeksztalceniach

otrzymujemy R = YY -:Y+2y3_2y+ 1 -kyyl- y2.

Chcemy znalezc najwieksza wartosc funkcjiR na zbiorze {(k, y) : O"" Y "" 1, O"" k "" l}.
Standardowe metody (zrózniczkowac i przyrównac do zera ... ) raczej zawodza. Chyba, ze ktos
z Czytelników ... My skorzystamy z tozsamosci, prawdziwej dla kazdegoa:

(y2-2oy+a2)(y4+2(a_l)y3 +a(3a-4)y2+2(a-I)2(2o+ l)y+a(a-l)2(2o+ l» =
= y6-2y5+2y3-(3a4-5a3+3a)y2+a3(a_I)2(2o+ l).

W dalszym ciagu bedziemy zainteresowani wyborema tak, by wspólczynnik przyy2 byl równy-I, tj.

3a4-5a3+3a-l = O,

tzn. (a2-2o+1)(3a2+a-l) = O, skad

1

a = 1 lub a = 6(-1± Ym.

W dalszym ciagu zaa przyjmiemy wartosc ~ ( -1 + ym ~ 0,4343< ~.6 2

Oznaczajac znówc = 2(a-l)2(2o+ 1),h = a(a-l)2(2o+ l) mamy po niekrótkich acz
zrozumialych przeksztalceniach

R = Ya2h-(y-a)2(y+2(a-l)y3+a(3a-4)y2+cy+h)-ky yr'_y2

i zadanie prawie rozwiazane: jezeli wielomian czwartego stopnia widoczny pod pierwiastkiem
powyzej jest dodatni dla O ""Y "" 1, to w punkcie y = a, k = O mamy, oczywiSCie, szukana
najwieksza wartosc wynoszaca wlasnie tyle, ile twierdzimy. Sprawdzenie, ze wielomian
y4+2(a-l)y3+a(3a-4)y2+2(a-l)2(2o+ 1)y+a(a-l)2(2o+ 1) przyjmuje w przedziale (0,1)
wartosci dodatnie, jest moze latwe dla posiadaczy kalkulatorów elektronicznych. K. P. Williams
o takim przyrzadzie nie slyszal, wiec uzyl prawie zapomnianej dzis metody zwanej lancuchem
Sturma. Przedstawimy te rachunki. Oznaczmy

f(a, y) = y4+2(a-l)y3 +a(3a-4)y2+2(a-l)2(2o+ 1)y+ala-l)2(2o+ 1).

MamYf(~,y)=y4_y3- ~y2+y+ ~ = (y-l)(y+1) (y2_y_ :»0,
gdy O< y < 1,

f{1, y) = y_y2 = y2(y2_l) < O dla O< y < 1,

f(:,y)=y4+2(: -1)y3+2(: -1)'(: -1)Y+ :(: -1)'(: +l»Odlay>o.
Porzadkujac terazf(a, y)wzgledem potega mamy
f(a, y) = 204+ (4y-3)a3 + 3y(y-2)a2 + (2y3_4y2+ l)a+ (y4_2y3+ 2y)

l 3
i widzimy, ze wspólczynnik przya przyjmuje wartosc zero miedzy - a - i miedzy 1 i 2,·24
a "wyraz wolny" y-2y3+2y jest dodatni przyy> O. Zatem w równaniuf(a, y) = O sa dwie
zmiany znaku dlay < 1, a wiec nie wiecej niz dwa pierwiastki przyy < 1. Ale, jak zauwazylismy,

dla y < 1 f( ~ ' y) > O,f{1, y) < O,f( : ' y) > O, tak ze dlay < 1 jest jeden pierwiastek
1 4 1 .

miedzy - i l i jeden miedzy l a -. Zatem gdya < -, nasze równanie nie ma pierwiastków
2 3 2

wzgledem y mniejszych od jednosci (a jak widzielismy, : (-1 +y13) ~ 0,4343< ~).

Po prostych obliczeniach okazuje sie, ze trójkat,\v którym powyzsze maksimum (~ 0,2213) jest
osiagane, ma katyoc = P = 64°15'30", Y = 51°29'. I kto by to pomyslal?
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