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W jednym ze starszych numeréw American Mathematical Monthly (tom 44, 1937, str. 579—583)
znalezli$my cickawe twierdzenie Williamsa. Warto je chyba przedstawi¢ w Delcie.

W kazdym trojkacie zachodzi nieréwnosé

oo s 1 = —
sin - sin —-siny < -57(21.’!3—5”/21/13+22

i oszacowania nie da si¢ poprawi¢, tj. istnieje trojkat, w ktérym powyisza nieréwnosé staje sie
rownoscia.

o
Dla dowodu oznaczmy sin > sin % siny przez R. Poniewaz ¥ = ni— (a+ f) (zob. [1] w spisie

literatury), wiec (zob. [2]): R = (cos == —cos a+ﬂ)s'm etd cos etd g

2 2 2 2

Pol6zmy teraz o = x+d, f = x—d, y = cos x, k = 1 —cos d, i po prostych przeksztalceniach
otrzymujemy R = yp’=-y‘+2y’—2y+l —ky]/l-yz.
Chcemy znale#¢ najwigksza warto$¢ funkcji R na zbiorze {(k, y) :0<y< 1, 0< k< 1)
Standardowe metody (zrozniczkowaé i przyrownaé do zera ...) raczej zawodza. Chyba, ze ktos
z Czytelnikéw ... My skorzystamy z tozsamosci, prawdziwej dla kazdego a:

(7 —=2ay+a®) (y*+2(a—1)y* +a(3a—4)y* + 2(a— 1)*Qa+ Dy + ala— 1)*(2a+1)) =

= y°—2y°+2y° — (3a*—5a*+ 3a)y? +a*(a—1)*(2a+1).
W dalszym ciagu bedziemy zainteresowani wyborem a tak, by wspolczynnik przy »* byl réwny
-1, tj.
3a*—5a*+3a—-1=0,

tzn. (a*—2a+1)(3a*+a—1) = 0, skad

1
a=1 lub a:;—(—li]/ﬁ).
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W dalszym ciagu za @ przyjmiemy wartoéé ?(—-I 4 Vﬁ) ~ 0,4343 < 2"

Oznaczajac znow ¢ = 2(a—1)*(2a+1), h = a(a—1)*(2a+ 1) mamy po niekrotkich acz
zrozumialych przeksztalceniach

R = {a@®h—(y—aP(* +2(@a— 1)y +aBa— 4y +cy+h)—ky Y T— 12
i zadanie prawie rozwigzane: jezeli wiclomian czwartego stopnia widoczny pod pierwiastkiem
powyzej jest dodatni dla 0 < y < 1, to w punkcie y = a, k = 0 mamy, oczywiicie, szukana
najwickszg warto$¢ wynoszaca wlasnie tyle, ile twierdzimy. Sprawdzenie, ze wielomian
Yi+2(a—1)y*+a(3a—4)y* +2(a—1)*(2a+ 1)y +ala—1)*(2a+ 1) przyjmuje w przedziale (0,1)
wartosci dodatnie, jest moze latwe dla posiadaczy kalkulatorow elektronicznych, K. P. Williams
o takim przyrzadzie nie slyszal, wiec uzyl prawie zapomnianej dzi§ metody zwanej laficuchem
Sturma. Przedstawimy te rachunki. Oznaczmy

fla,y) = y*+2(a—1)y* + a(3a—4)y* +2(a—1)*(2a+ 1)y +ala— 1)*(2a+1).

I 5 1 1
Mamy f(?, y) =yi==wtrs = =0-100%D (y‘—y—]-) >0,

gdyO<y<1,
[, ) =y—y=»(?-1) <0 dla 0<y<l,

4 4 4 218 4 /(4 8
522 Y W) e e L Uy Soviget 1 Jlf Do 0 dla 0.
[(3,}') y’*+2(3 1)y+2(3 1)(3 l)y+3(3 1)(3+1)> y>
Porzadkujac teraz f(a, y) wzgledem poteg @ mamy

f(a, y) = 2a*+ (4y—3)a’+3y(y—2)a* + (2 —4y* + Da+ (* —2y* + 2y)

1 < e )
i widzimy, ze wspolczynnik przy a przyjmuje warto$é¢ zero miedzy T a - i miedzy 11i 2,

a ,,wyraz wolny” y*—2y*+ 2y jest dodatni przy y > 0. Zatem w rownaniu f(a, ¥) = 0 sa dwie
zmiany znaku dla y < 1, a wigc nie wigcej niz dwa pierwiastki przy y < 1. Ale, jak zauwazyli§my,

1 4 =5 o
dlay <1 I(E, y) >0, f(1,») <0, f(—a‘-. y) > 0, tak ze dla y < 1 jest jeden pierwiastek
1 4 1 .
miedzy ) ilijeden migdzy 1 a 5 Zatem gdy a < ek nasze roéwnanie nie ma pierwiastkow
1 — 1
wzgledem y mniejszych od jednosci (a jak widzielismy, ?(— 1+ ]/13) = 04343 < -E)

Po prostych obliczeniach okazuje sig, ze trojkat, w ktérym powyisze maksimum (= 0,2213) jest
osiggane, ma katy « = f = 64°15730”, y = 51°29’. I kto by to pomy$lal?
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