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Twierdzenie Pitagorasa mówi, ze jezeliX i Y sa dlugosciami przyprostokatnych trójkata
prostokatnego, aZ - dlugoscia jego przeciwprostokatnej, to

(1) Xz+ yz = Zz.

l
Oczywiscie, pole tego trójkata jest równe -XY. W dalszym ciagu ograniczymy sie do
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rozpatrywania trójkatów prostokatnych, których dlugosci boków sa liczbami wymiernymi, tzn.
bedziemy rozpatrywac rozwiazania równania (1) w liczbach wymiernych dodatnichX, Y, z.

BRO W KI N Juz w starozytnosci zajmowano sie zagadnieniem: Czy pole takiego trójkata moze byc równe
danej liczbie naturainejn? To znaczy, 'chodzi o znalezienie takich liczb wymiernychX, Y, Zl
spelniajacych (1), ze - XY = n. Liczby n o tej wlasnosci nazywamy liczbami kongruentnymi.
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l
Na przyklad liczbyX = 3, Y = 4, Z = 5 spelniaja (1) oraz - XY = 6. To znaczy liczba 6 jest
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kongruentna. Podobnie, liczbyX = 6~, Y = l~, Z = 6~ spelniaja (1) (Czytelnik zechce to
, l
sprawdzic) oraz - XY = 5. Zatem 5 jest liczba kongruentna.

2
Z drugiej strony, gdyby liczba 2 byla kongruentna, to dla pewnych liczb wymiernychX, Y, Zl
spelniajacych (1) mielibysmy-XY == 2, tzn. Xy = 4. Wtedy

2

.X4+24 = X4.+(XY)Z = XZ. (xz+YZ) = (XZ)z.

Wiadomo jednak, ze równaniea4+b4 = CZ nie ma rozwiazan w liczbach wymiernych(l,. b, c
róznych od zera. Zatem liczba 2 nie jest kongruentna.

Zauwazmy jeszcze, ze liczban jest kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby
naturalnej m liczba mZnjest kongruentna. Jezeli bowiem pole trójkata prostokatnego o bokach
dlugosci X, Y, Z jest równe n, to pole trójkata don podobnego o bokach dlugoscimX, mY, mZ
jest równe mZn.Wobec tego przy badaniu liczb kongruentnych wystarczy ograniczyc sie do liczb
bezkwadratowych, tzn. niepodzielnych przez zaden kwadrat liczby naturalnej wiekszej od l. Tak
wiec z tego, ze liczba 2 nie jest kongruentna, wynika, ze liczba 8 nie jest kongruentna itp.

.-/ Zagadnienie wyznaczenia wszystkich liczb kongruentnych lub chociazby podania efektywnej
metody zbadania, czy dana liczba naturalnan jest kongruentna - okazalo sie trudne i do dzis
nie zostalo w pelni rozwiazane. Uzyskiwano jedynie wyniki czesciowe dotyczace tylko pewnych

liczb naturalnych n./

mozna sprowadzic do badania rozwiazan w liczbach wymiernychU, W róznych od zera jednego
tylko równania

UZ = W3-nZW.

XZ+YZ = Zz,

(3)

(2)

W tym artykule omówimy pewien wynik uzyskany ostatnio, który niemal calkowicie rozstrzyga
problem wyznaczania liczb kongruentnych.

Badanie rozwiazan w liczbach wymiernychX; Y, Z ukladu równan

1-XY= n
2-

Rozwiazanie zadania F 193. Po oswietleniu
kulki w wyniku zjawiska fotoelektrycznego
zaczna ja opuszczac elektrony i bedzie sie ona
ladowac dodatnio. Pod wplywem pola
elektrostatycznego kulki coraz wiecej
elektronów bedzie do niej wracac. Ladunek
kulki u.tali sie, gdy w wyniku przyciagania
przez kulke wszystkie elektrony opuszczajace
ja beda do niej wracac. Wystapi wówczas
stan równowagi dynamicznej. Maksymalna
energia kinetyczna e~ktronów opuszczajacych
kulke wynosiE. = hp- W,gdzie p jest
czestoscia padajacego swiatla, a h stala
Planeka.

1
Mianowicie, jezeli liczby wymierneX, Y, Z spelniaja uklad (2), to liczbyU = - Z(XZ - YZ) oraz

fr 8

l
W = "4 Zz sa wymierne, rózne od zera i spelniaja równanie (3). Mamy bowiem

l 1
UZ = _ZZ(XZ_ yZ)Z= _ZZ«Xz+ yZ)Z_4XzyZ) =64 64

= ~ ZZ((~Zzr-O XYf) = W(WZ-nZ) = W3_nZW.

Na odwrót, jezeli liczby wymierneU, W, rózne od zera, spelniaja równanie (3), to przyjmujac

otrzymamy, jak latwo sprawdzic, rozwiazanie ukladu równan (2) w liczbach wymiernych.
Badanie rozwiazan równania (3) w liczbach wymiernych jest o tyle latwiejsze, ze równanie to
opisuje tzw. krzywa eliptyczna, a teoria krzywych eliptycznych jest bardzo rozwinieta i dostarcza
róznych silnych metod do badania punktów o wspólrzednych wymiernych na tych krzywych.
Poslugujac sie wlasnie takimi zaawansowanymi metodami, omawianie których wykracza znacznie

Tuz przy powierzchni kulki elektron ma
energieE = E. - (1/4 ,tEo) • eqIr = hp-
- W- (l/4"'0)eqfr, gdzie e - ladunek
elementarny,q - ladunek kulki. Jezeli
wszystkie elektrony opuszczajace kulke maja
na nia wrócic, to ich maksymalna energia
w nieskonczonosci jest równa zeru. Calkowita
energia elektronu po opuszczeniu kulki nic
ulega 7.mianic.Stad hp-W- (1/4 '''o)eqlr =
= Oiq = 4""or(hp- Wl/e .

X = WZ:"-nz
U

Y= 2Wn
U '

Z = WZ+nz
U

••



RozwiaZlloie zadania M 427. Niech P,h qrr i rn

oznaczaja prawdopodobienstwa znalezienia
pionka w wierzcholkup. Q i R po n krokach.
Jedyna trudnosc to pokazanie, ze ciagiPn.

qn, i r" sa zbiezne. Przy lalozeniu zbieznosci

równosc grani<: jest oczywista. Zatem Po = l,
qo ~ O, ro ~ O. Otóz

)

Pn+l = 2 qn+ 2 Tn·

Istotnie, pionek moze trafic doP z Q lub R.
jesli na przyklad by) wQ, to

z prawdopodobienstwem ~ trafia doP.
Podobnie

l l I)
qn+l = I Pn+ 2: Tn. 'n+t = 2" Pn+ 2" q •.

l
Stad Pn+l-Q"+l :2 (p,,-qn), zatem

l
IPn+l-q,,+d ~ 2"+1' co oznacza, ze

Pn - q" -+ O. Podobnie p,. - T" -. O.

Mamy wiec Pn+q"+T,,

Pn -qn --+ O

Pn-'n -+ O.

l
Stad3p. - ) wiecP. -, J'

poza ramy tego artykulu, J. Tunnell w 1983 roku udowodnil twierdzenie pozwalajace rozstrzygnac
w skonczonej liczbie kroków, czy dana liczba naturalna jest kongru::ntna, czy nie. Niestety,
pewien fragment dowodu tego twierdzenia jest oparty na nieudowodnionej dotad hipotezie
dotyczacej krzywych eliptycznych (tzw. hipoteza B-SD, Bircha i Swinnertona-Dyera). Hipoteza

ta zostala sprawdzona w wielu szczególnych przypadkach i wydaje sie bardzo prawdopodobna.

Twierdzenie TunnelIa brzmi, jak nastepuje: Niechn bedzie liczba naturalna nieparzysta
i bezkwadratowa. Badamy liczbe rozwiazan w liczbach calkowitychx, y, z kazdego z równan

(4) n = 2x2+y2+32z2 i n = 2x2+y2+8z2.

Jezeli liczban jest kongruentna, to drugie równanie (4) ma dwa razy wiecej rozwiazan niz
pierwsze. Na odwrót, jezeli drugie z tych równan ma dwa razy wiecej rozwiazan niz pierwsze, to
liczba n jest kongruentna, o ile wspomniana wyzej hipoteza B-SD zachodzi dla krzywej opisanej
równaniem (3).
Analogiczne twierdzenie ma miejsce dla liczbn bezkwadratowych parzystych. Trzeba tylko
równania (4) zastapic przez

n = 8x2+2y2+64z2 i n = 8x2+2y2+16z2.

Tak wiec korzystajac z twierdzenia Tunnella mozna dowodzic, ze pewne liczby naturalnen nie sa
kongruentne. Natomiast dowód, ze liczban jest kongruentna, powolujacy sie na to twierdzenie,
wymaga jeszcze wykazania, ze hipoteza B-SD zachodzi dla odpowiedniej krzywej eliptycznej.

Podamy kilka przykladów. Liczba 3 nie jest kongruentna, poniewaz przyn = 3 kazde z równan
(4) ma cztery rozwiazania w liczbach calkowitych:x = ± l, y = ± l, z = O i oczywiscie 4# 2·4.
Rozumujac podobnie mozna udowodnic, ze równiez zadna liczba pierwsza postaci8t+3 nie jest
kongruentna.
Niech liczba n daje przy dzieleniu przez 8 reszte 5 lub 7. Wtedy zadne z równan (4) nie ma
rozwiazan w liczbach calkowitych. Kwadrat dowolnej liczby calkowitej przy dzieleniu przez 8
daje bowiem reszte O, l lub 4. Poniewazn jest liczba nieparzysta, wiecy jest liczba nieparzysta
i prawa strona kazdego z równan (4) przy dzieleniu przez 8 daje reszte l lub 3. Mamy tez

O = 2· O. Wobec tego, jezeli przyjmiemy hipoteze B-SD, to z twierdzenia Tunnella wynika, ze
kazda liczba naturalnan dajaca przy dzieleniu przez 8 reszte 5 lub 7 jest kongruentna.
Analogicznie z hipotezy B-SD mozna wyprowadzic, ze kazda liczban dajaca przy dzieleniu
przez 8 reszte 6 jest kongruentna.
To, ze np. liczba 7 jest kongruentna, mozna udowodnic bez jakiejkolwiek hipotezy. Wystarczy

24 . 35 337 l
stwierdzic, ze liczbyX = -, y = -, Z = -- spelniaja równanie (I) oraz 7= -XY.

5 12 60 2
Nie znamy jednak ogólnej metody znajdywania takich liczbX, Y, Z, np. dla liczb n dajacych
reszte 7 przy dzieleniu przez 8.
Podobnie z twierdzenia TunnelIa przy zalozeniu hipotezy B-SD wynika, ze liczba 65 jest
kongruentna, mimo ze daje ona reszte l przy dzieleniu przez 8. Wystarczy mianowicie znalezc
wszystkie rozwiazania kazdego z równan (4) przyn = 65 i porównac ich liczby. Nie przedstawia
to wiekszych trudnosci - wyznaczenie tych rozwiazan pozostawiamy Czytelnikowi jako latwe
cwiczenie. Natomiast znalezienie trójkata prostokatnego o dlugosciach boków wymiernych
i polu 65 jest zadaniem nieco trudniejszym. Mamy nadzieje jednak, ze Czytelnik z nim sobie
równiez poradzi. Udowodni w ten sposób, ze liczba 65 jest kongruentna. Fakt ten byl znany
matematykom arabskim juz w X wieku.

Zauwazmy na zakonczenie, ze liczacy sobie ponad 1000 lat i majacy calkiem elementarne
sformulowanie problem znajdywania liczb kongruentnych stanowi drobna ciekawostke i jest
zagadnieniem bez wiekszego znaczenia. Mimo to jego prawie kompletne rozwiazanie wymagalo
uzycia bardzo zaawansowanych metod z róznych dzialów matematyki wyzszej, rozwinietych
dopiero w XX wieku.

Rozwiazanie zadania P ]92. Gdy clastka znajduje siew srodku kuli. nosniki
ladunku w przewodnIku rozmieszcza sie tak, b)' natezenie pola eJektr)iczuego
Vi Jego wnetrzu bylo\rówre 7Cru. Musi byc przy tym spelniona zasada
zachowania ladunku. Oznacza to. ze na powierzchni wydraz.enia wyindukuje sie
ladunek -Q, a na zewnelrwej powierzchni kuli - ladunekq. Mozna przyjac, ze
otwór w kuli jest na tyle w:;: k . ze ..ego ohecnosc nie ma wplywun<1

rozmieszczenie ladunku w przewodniku. Wowczas z symetrii ukladu w}o"I1.1ka

równomierny rozklad ladunku na obu powierzchniach. Energia potencja1na
czastki w polu wytworzonym przez nosniKi ladunku przewodnika wynosi
wówczas E" (I14·.,'0)q'(r-R)IRr.

Jednoczesnie energia potencjalna zwiazana z oddzialywaniem na siebie
nosników ladunku w przewodnik" wynosiE" ~ (l Ig""o)(R - r)q'/Rr (porównaj
z identyczna sytuacjaw kondensatorze sferycznym). Calkowita energia

s

potencjalna ukladu w~nosl wiecEp (l18''''0)q'(r- RllrR. Jezeli czastce
nadamy predko"::l' to w chwili poczqtJwweJ energia ••kladu zlozonego
z czastki, kc' bedzie wynOSilaf. ~m.'12+ (I/S".,)q'(r- R)/rR Gdy clastka
zacznie sie poruszac, równi~z nosniki ladurku w kuli zaczna sie przegrupowywac.
C'laslka po opuszczeniu kuli bedzie przez nia przyciagana dzieki odpowiedniemu
rozkladowi nosników ladunku. Jez~1ipredkosc na~ana cza";tcc jest minim3 na,

to w meskoóczcnosci hedzi4~on" mi2Ja &:,flrdkosc równa zeru. Równoczesnie

kula stanie sie neutralna w kazdym punkcie

Energia calkowIta ukladu zlozonego z kulti clastki wyniesie wiec wówczas zero.
Jei'.eli zaniedbamy straty energiizwiazane z wydzielanjem sie ciepla podczas
przegrupowywania sie nosników ladunku w kuh. to energia ukladu nie ulega
zmianie. Zatemm.'/2 t- (1/8 ::'olq'(r- R)/rR ,..,O.

Stad mintmalna predkosc jest równa • ~ J'(I-'41l'o)(R-r)q' IrRm.


