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* Twierdzenie Pitagorasa mowi, ze jezeli X i ¥ s dlugosciami przyprostokatnych trojkata

prostokatnego, a Z — dlugoscia jego przeciwprostokatnej, to
(¢))] X2+ ¥ =22

1
Oczywitcie, pole tego trojkata jest rowne EXY' W dalszym ciagu ograniczymy si¢ do

rozpatrywania tréjkatow prostokatnych, ktérych diugosci bokow sa liczbami wymiernymi, tzn.
bedziemy rozpatrywa¢ rozwiazania rownania (1) w liczbach wymiernych dodatnich X, ¥, Z.

Doc. dr Jerzy BROW KIN 3uz w starozytnosci zajmowano si¢ zagadnieniem: Czy pole takiego trojkata moze by¢ rowne
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danej liczbie naturalnej n? To znaczy, chodzi o znalezienie takich liczb wymiernych X, ¥, Z
1
spetniajacych (1), ze T XY = n. Liczby n o tej wlasnosci nazywamy Iic_zbami kongruentnymi.

Na przyklad liczby X = 3, ¥ = 4, Z = 5 spelniaja (1) oraz %X Y = 6. To znaczy liczba 6 jest
kongruentna. Podobnie, liczby X = 63, ¥ = 13, Z = 6 spelniaja (1) (Czytelnik zechce to
sprawdzi¢) oraz %X Y = 5. Zatem 5 jest liczbg kongruentna.

Z drugiej strony, gdyby liczba 2 byla kongruentna, to dla pewnych liczb wymiernych X, Y, Z
spetniajacych (1) mielibyémg;' -;—X Y =2, tzn. XY = 4, Wtedy

X442% = X‘:}-(XY)" = X2 (X2+ Yz) = (Xz)z

Wiadomo jednak, ze réwnanie a*+5* = ¢* nie ma rozwigzan w liczbach wymiernych g, b, ¢
réznych od zera. Zatem liczba 2 nie jest kongruentna.

Zauwazmy jeszcze, ze liczba n jest kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby
naturalnej m liczba m®n jest kongruentna. Jezeli bowiem pole trojkata prostokatnego o bokach
diugosei X, ¥, Z jest rowne n, to pole trojkata don podobnego o bokach diugosci mX, mY, mZ
jest rowne m*n. Wobec tego przy badaniu liczb kongruentnych wystarczy ograniczy¢ si¢ do liczb
bezkwadratowych, tzn. niepodzielnych przez zaden kwadrat liczby naturalnej wigkszej od 1. Tak
wiec z tego, Ze liczba 2 nie jest kongruentna, wynika, Ze liczba 8 nie jest kongruentna itp.

Zagadnienie wyznaczenia wszystkich liczb kongruentnych Iub chociazby podania efektywnej
metody zbadania, czy dana liczba naturalna n jest kongruentna — okazato si¢ trudne i do dzis
nie zostalo w pelni rozwiazane. Uzyskiwano jedynie wyniki czesciowe dotyczace tylko pewnych
liczb naturalnych n.

W tym artykule oméwimy pewien wynik uzyskany ostatnio, ktory niemal catkowicie rozstrzyga
problem wyznaczania liczb kongruentnych.

Badanie rozwiazan w liczbach wymiernych X, ¥, Z ukladu réwnan

1
@) X24Y2 = 7%, ?XY=R

mozna sprowadzi¢ do badania rozwigzan w liczbach wymiernych U, W roznych od zera jednego
tylko rownania

3) U2 = W—n*W.
1
Mianowicie, jezeli liczby wymierne X, ¥, Z spelniaja uklad (2), to liczby U = ?Z(X 2_Y?) oraz

1
W = % Z? s wymierne, rozne od zera i spelniaja rownanie (3). Mamy bowiem
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Na odwrot, jezeli liczby wymierne U, W, rézne od zera, spelniajg réwnanie (3), to przyjmujac
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otrzymamy, jak latwo sprawdzié, rozwiazanie ukladu réwnan (2) w liczbach wymiernych.
Badanie rozwiazan réwnania (3) w liczbach wymiernych jest o tyle latwiejsze, Zze rownanie to
opisuje tzw. krzywa eliptyczna, a teoria krzywych eliptycznych jest bardzo rozwinigta i dostarcza
réznych silnych metod do badania punktéw o wspolrzednych wymiernych na tych krzywych.
Postugujac sie wlasnie takimi zaawansowanymi metodami, omawianie ktorych wykracza znacznie

.




poza ramy tego artykulu, J. Tunnell w 1983 roku udowodnil twierdzenie pozwalajace rozstrzygnac
w skoficzonej liczbie krok6w, czy dana liczba naturalna jest kongruentna, czy nie. Niestety,
pewien fragment dowodu tego twierdzenia jest oparty na nieudowodnionej dotad hipotezie
dotyczacej krzywych eliptycznych (tzw. hipoteza B-SD, Bircha i Swinnertona-Dyera). Hipoteza

ta zostala sprawdzona w wielu szczegblnych przypadkach i wydaje si¢ bardzo prawdopodobna.

Twierdzenie Tunnella brzmi, jak nastepuje: Niech n bedzie liczbg naturalng nieparzysta
i bezkwadratows. Badamy liczbg rozwiazan w liczbach catkowitych x, y, z kazdego z rownan

) n=2x*+y*+3222 i n=2*4+y*+82%

Jezeli liczba n jest kongruentna, to drugie rownanie (4) ma dwa razy wiecej rozwigzan niz
pierwsze. Na odwrot, jezeli drugie z tych rownan ma dwa razy wiecej rozwiazan niz pierwsze, to
liczba n jest kongruentna, o ile wspomniana wyzej hipoteza B-SD zachodzi dla krzywej opisanej
rownaniem (3).

Analogiczne twierdzenie ma miejsce dla liczb n bezkwadratowych parzystych. Trzeba tylko
rownania (4) zastapi¢ przez

n = 8x%+2y*+ 6422 i n = 8x2+2y*+1622.

Tak wigc korzystajac z twierdzenia Tunnella mozna dowodzié, ze pewne liczby naturalne » nie sa
kongruentne. Natomiast dowod, Ze liczba n jest kongruentna, powolujacy si¢ na to twierdzenie,
wymaga jeszcze wykazania, ze hipoteza B-SD zachodzi dla odpowiedniej krzywej eliptycznej.

Podamy kilka przykladow. Liczba 3 nie jest kongruentna, poniewaz przy n = 3 kazde z rownan
(4) ma cztery rozwiazania w liczbach calkowitych: x = +1, y = +1, z = 0 i oczywifcie 4 # 2- 4.
Rozumujac podobnie mozna udowodni¢, ze rowniez zadna liczba pierwsza postaci 8/+ 3 nie jest
kongruentna.

Niech liczba n daje przy dzieleniu przez 8 resztg 5 lub 7. Wtedy zadne z rOwnan (4) nie ma
rozwigzan w liczbach catkowitych. Kwadrat dowolnej liczby calkowitej przy dzieleniu przez 8
daje bowiem reszte 0, 1 lub 4. Poniewaz n jest liczbg nieparzysta, wigc y jest liczba nieparzysta

i prawa strona kazdego z réwnan (4) przy dzieleniu przez 8 daje reszte 1 lub 3. Mamy tez

0 = 2- 0. Wobec tego, jezeli przyjmiemy hipoteze B-SD, to z twierdzenia Tunnella wynika, ze
kazda liczba naturalna n dajaca przy dzieleniu przez 8 reszte 5 lub 7 jest kongruentna.
Analogicznie z hipotezy B-SD mozna wyprowadzi¢, ze kazda liczba n dajaca przy dzieleniu
przez 8 reszte 6 jest kongruentna.

To, ze np. liczba 7 jest kongruentna, mozna udowodni¢ bez jakiejkolwiek hipotezy. Wystarczy
stwierdzié, ze liczby X = %, Yz ;};—, Z = 373; speiniaja rownanie (1) oraz 7 = ;—XY

Nie znamy jednak ogélnej metody znajdywania takich liczb X, ¥, Z, np. dla liczb n dajacych
resztg 7 przy dzieleniu przez 8.

Podobnie z twierdzenia Tunnella przy zalozeniu hipotezy B-SD wynika, ze liczba 65 jest
kongruentna, mimo ze daje ona reszt¢ 1 przy dzieleniu przez 8. Wystarczy mianowicie znalez¢
wszystkie rozwigzania kazdego z réwnan (4) przy n = 65 i poréwnac ich liczby. Nie przedstawia
to wigkszych trudnosci — wyznaczenie tych rozwigzan pozostawiamy Czytelnikowi jako latwe
¢wiczenie. Natomiast znalezienie trojkata prostokatnego o dlugosciach bokoéw wymiernych

i polu 65 jest zadaniem nieco trudniejszym. Mamy nadziej¢ jednak, ze Czytelnik z nim sobie
rowniez poradzi. Udowodni w ten sposob, ze liczba 65 jest kongruentna. Fakt ten byl znany
matematykom arabskim juz w X wieku.

Zauwazmy na zakonczenie, ze liczacy sobie ponad 1000 lat i majacy catkiem elementarne
sformulowanie problem znajdywania liczb kongruentnych stanowi drobng ciekawostke i jest
zagadnieniem bez wigkszego znaczenia. Mimo to jego prawie kompletne rozwigzanie wymagalo
uzycia bardzo zaawansowanych metod z roznych dzialéw matematyki wyzszej, rozwinigtych
dopiero w XX wieku.




