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W artykule o fraktalach rysunek 10 pochodzi

z pracy P. Blancharda, rysunek 23 z artykulu

Peitgena, rysunki zas 24, 25, 26 nadesIal

dla Delty J. Curry. Pozostale rysunki
komputerowe wykonala na Merze 400

Teresa Przytycka. Fotografia na okladce

pochodzi ze zbioru J. Hubbarda, który

stworzyl kilka serii diapozytywów

przedstawiajacych powiekszenia pewnych
fragmentów zuka Mandelbrota.

W ostatnich latach fascynacje uczonych pracujacych na pograniczu
matematyki i fizyki wzbudzily niezwykle obiekty: fraktale.
Najprostsze z nich znane byly od kilkudziesieciu lat, ale dopiero
teraz, dzieki uzyciu duzych komputerów zaczeto otrzymywac
ogromne kolekcje tych "zwierzat". Przyciaga ich piekno,
powszechnosc wystepowania i znaczenie w wyjasnianiu zjawisk
przyrody. W tym artykule opowiem, jaki zwiazek maja fraktale
z iterowaniem wielomianów i z poprawnoscia metody Newtona
szukania pierwiastków.

W 1904 roku Helge von Koch opisal konstrukcje dziwnego
zbioru, tak zwanego platka sniegu. Do boków trójkata
równobocznego przyklejmy z zewnatrz trójkaty podobne, trzf
razy mniejsze. Do kazdego odcinka brzegu otrzymanej gwiazdy
znowu przyklejmy trójkat trzy razy mniejszy i tak dalej. BrzegK
otrzymanego w ten sposób platka sniegu jest topologicznie
okregiem, to znaczy istnieje ciagle, wzajemnie jednoznaczne
przeksztalcenie rp okregu S'na K. Jest dziwnym okregiem,
w zadnym swoim punkcie nie ma wektora stycznego (to znaczy
rp nie jest rózniczkowalne). Co ciekawsze, wymiar Hausdorffa
HD(K) = log4/log3 ~ 1,2618. (To widac z definicji podanej
obok. Dla kazdej liczby naturalnejn mozna K pokryc 4n kolami
o promieniu en = 3-n.) Tymczasem kazda porzadna krzywa ma
wymiar (w kazdym sensie) równy 1. Niezwykla wlasnosciaK
jest samopodobienstwo, dowolnie male kawalki maja podobny
ksztalt do duzych! W 1905 roku wloski matematyk Ernesto
Cesaro zachwycony "wewnetrzna nieskonczonoscia" krzywej
Kocha napisal tak: "Gdyby byla obdarzona zyciem, mozna by
sie jej pozbyc tylko niszczac ja w calosci. Inaczej odzywalaby
znowu i znowu z glebi swoich trójkatów, jak to czyni z)cie we
Wszechswiecie" .

Rys. I. Tak powstaje platek sniegu.

Dla dowolnej liczby e > O oznaczmy symbolem Ne(L) minimalna liczbe kól

o promieniu E, którymi "?-oz~a pokryc zbiór-L. Pojemnosc zbioru L to

nastepujaca liczba: lim inf~logNe(L))/( -loge).
• ....,.0

Definicja wymiaru Hausdorffa j~st nieco inna; ale jesli zbiórL jest samopodobny,

to pojemnosc i wymiar Hausdorffa sa takie same. (Zajrzyj do artykulu

"Ulamkowy wymiar" w Delcie 2/1985).

Przez wiele pózniejszych lat matematycy konstruowali podobnie
osobliwe ksztalty i oswajali sie z nimi, az wreszcie Benoit
Mandelbrot, matematyk z USA, stworzyl dla nazwania takich
ksztaltów slowo fractal (od lacinskiego slowafractus - zlamany,
skladajacy sie z kawalków). Oglosil, ze fraktale wystepuja
powszechnie i ze taka jest wlasnie geometryczna struktura
przyrody. Na fraktale mozna natrafic w bardzo 'prostych
sytuacjach. Wystarczy np. iterowac wielomianZ2+C na
plaszczyznie zespolonej, a ksztalty, które sie pojawiaja, sa
naprawde niez.wykle. Wydawaloby sie nic prostszego jak
pojedynczy wielomian stopnia 2. Tymczasem komputery rysuja
przedziwne "zwierzeta", a skomplikowany aparat XX-wiecznej
matematyki pozwala je zrozumiec tylko powierzchownie.

Rys. 2. Ten "dywan Sierpinskiego" jest takze fraktalem. Jego wymiar

Hausdorffa jest równy log8/1og3.

Mandelbrot napisal piekna ksiazke pod tytulem" The Fractal Geometry of
Nature" wydana w 1982 roku w USA.
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Rys. 3

Plaszczyzna zespolona C to zwykla

plaszczyzna, w której wprowadzamy dzialania

dodawania i mnozenia. Kazdy punktA
plaszczyzny utozsamiamy z wektoremDA.
Punkty plaszczyzny (liczby zespolone)

dodajemy tak jak odpowiadajace im wektory.
Kazdy punkt (wektor) z = (x, y) ma modul

Iz I = Vx2 +y2 (czyli po prostu dlugosc

wektora) i argument Arg(z) - kat, jaki tworzy

ten wektor z osia x (rys. 3). Iloczyn liczb z l
i z2 to liczba, której argunwnt jest równy

sumie argumentów Zli Z2 (mod 2n), a modul

jest iloczynem modulów. Osx jest nazywana

osia rzeczywista. a punkt (0, l) oznaczamy

litera i. Dla punktu z = (x, y) oznacza sie

x = Rez, y= Imz. Zauwaz, Czytelniku, zez = Rez+iImz. Zauwaz tez, ze

i2 = ;. i = - 1, i jest wiec pierwiastkiem równania ZZ = -.1. Mozna wiec

napisac i = y-=-l. Liczbe o module r i argumenciea "'oznaczasie przezreia.

Iteracje wielomianówZ2 +c.

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonejfe(z) = Z2+c. 'Ciag
punktów Zn w plaszczyznie zespolonej C, okreslony wzorem
ZnH = fc(zn), n = O, 1,2, ... nazywa sie trajektoria (w przód)
dla Zo przy dzialaniu lo. Jest tO ciag wartosci kolejnych iteracjiIc
(zlozen wielomianu fe Z gamym soba) w punkcieZo, to znaczy
Zo, fe(zo), Ic o fc(zo), .... Bedziemy dalej pisacfen = lo o fe o ..• oIc
(n razy). (Oblicz, Czytelniku, kilka pierwszych iteracji, .
a zobaczysz, jakie pojawiaja sie wielomiany stopnia 2, 4, 8, ....
To juz nie jest tylko badanie "trywialnego" wielomianu stopnia
2.) Czy trajektoria jest zbiezna? Jesli nie, to jaki jest zbiór
punktów, do których podchodzi dowolnie blisko? Jak bedzie
zmieniac sie odpowiedz na te pytania przy zmianach punktu
poczatkowego zo? A jak przy zmianach parametru c? Takie
pytania nazywa sie pytaniami o dynamikefe. Jesli przy zmianie
parametru c w pewnym momencie nastepuje wyrazna zmiana
dynamiki, to mówimy, ze nastepuje bifurkacja.

'I



Przeanalizujmy przyklad c= O, to znaczy wielomianf(z) = Z2.
Zbadajmy go na Cu {oo} (na plaszczyznie zespolonej
z dolaClonym punktem w nieskonczonosci), czyli na
dwuwymiarowej sferzeS2. Istnieja dwa punkty stale,
przyciagajace (tak zwane scieki); O i 00. Zbiór punktów,
których trajektorie sa zbiezne do O (taki zbiór nazywamy
basenem przyciagania), to kolo{z; Iz! < l}. Basenem
przyciagania punktu00 jest zbiór {z; Izi > l}. Oba baseny
rozdziela okragSI, Ten okrag dla przeksztalceniaZ2 ma
przedziwne wlasnosci; zbiór punktów okresowych, które sa
zródlami, jest w nim gesty (to znaczy kazdy punktz E SI jest
granica pewnego ciagu zródel). Trajektoria (w przód) dla prawie
kazdego punktu okreguSI jest w SI gesta, OkragSI pelni jakby
role duzego zródla, wewnatrz którego jest chaos. (Zajrzyj do
artykulu "Chaos na odcinku"Delta 7/1984.)

Na poczatku XX wieku dwaj matematycy francuscy Gaston Julia
i Pierre Fatou stworzyli, niezaleznie od siebie, ogólna teorie
iteracji funkcji wymiernych naS2, to znaczy funkcji postaci

fez) = (anZn+an_1Zn-l+ ... +ao)/(bmz'"+bm_1Zm-l+ ... +bo),
(gdzie aj, bi EC, an =I O,bm =I O) stopnia co najmniej 2. Stopien
to max(n, m) przy zalozeniu, ze ulamekf jest nieskracalny.
(Trajektorie punktów dlaf stopnia l wygladaja dosyc prosto.
Jak?) Podstawowym pojeciem tej teorii jest zbiór JuliilU).
Mozna go zdefiniowac jako domkniecie zbioru wszystkich zródel.
Oto niektóre jego wlasnosci ;

lU) jest domkniety wS2. Zbiór lU) jest j-niezmienniczy, to
znaczy lU) = f(J(I) = f-l (lU». Albo lU) = S2 (to sie jednak
rzadko zdarza, a nigdy dla wielomianów), albolU) jest zbiorem
brzegowym, to znaczy nie zawiera zadnego kola. Z drugiej strony
l(!) jest w sobie gesty, to znaczy kazdy jego punkt jest granica
ciagu innych jego punktów (w szczególnoscilU) jest
nieprzeliczalny). PonadtolU) = l(fn), .

Juz chyba zauwazyles Czytelniku, zedlaf(z) = Z2 zbiór lU)
to okrag SI.Niech teraz parametr c bedzie bliski O, ale c=I O.
Mozna udowodnic, ze wtedy zbiór Julii jest topologicznie
okregiem, podobnie jak przy c= O, a przy tym ma strukture
fraktala, jego wymiar Hausdorffa jest wiekszy niz l (rys. 5).
Zbiór S2"-.J(fc) sklada siei dwóch Skladowych - basenów
przyciagania scieku00 i scieku bliskiego O (spelniajacego równanie
Z2 +c = z). A co sie dzieje, kiedy c nie jest bliskie O? Zanim
odpowiemy na to pytanie, wrócmy jeszcze do ogólnej teorii.

Omówmy teraz klasyfikacje i wyglad skladowych zbioruS2"-.J(f).
Zbiór Julii dla funkcji wymiernej f jest niezmienniczy, wiec obraz
dowolnej skladowej zbioruS2"-.J(f) przy dzialaniu f jest tez jego
skladowa, a przeciwobraz'suma kilku skladowych (nie wiecej niz
stopien!), Dopiero calkiem niedawno amerykanski matematyk
Dennis Sullivan udowodnil, ze istnieje najwyzej skonczona liczba
skladowych okresowych, to znaczy takich,zefN(A) = A dla
pewnej liczbyN> O, Kazdainna skladowa po jakims czasie
przechodzi w skladowa okresowa. Inaczej mówiac, zadna
skladowa nie bladzi.

Typy dynamiki na skladowych okfesowych,lN(A} = A, zostaly
równiez sklasyfikowane, podzielone na 4 klasy;

Rys. 4, C u {oo } = S2. Strzalki pokazuja dynamike przeksztalcenia z J--+ Z2.

Punkt staly w dla f to taki punkt, zef(w) = w.
Punkt okresowy w o 'okresie n (to znaczy staly dla przeksztalcenia g = f')
nazywa sie sciekiem, jesli modul pochodnej Ig:(w)J < l, a zródlem, jesli
Jg'(w)1 > l. (Pochodna w sensie zespolonym definiuje sie podobnie jak pochodna

dla funkcji rzeczywistych h'(z) = !im h(z+l)-h(z). Reguly pozyteczne
C31-->0 I

przy jer ob~iczaniu (pochodna sumy, iloczynu, ilorazu, zlozenia) okazuja sie

tflkie same.) Zauwaz, Czytelniku, ze przeksztalcenie g= In W malym

otoczeniu scieku w zmniejsza odleglosci. Stad wynika, ze trajektoria kazdego
punktu z ustalonego, dostatecznie malego otoczenia scieku jest zbiezna do

trajektorii tego scieku. Dla zródla odwrotnie, odleglos,ci sie zwiekszaja, wiec

kazda trajektoria, poza trajektoria sam~go zródla, musi wyjsc z takiego
otoczenia.

Dla dowolnego zbioru A w S2 zdefiniujmy brzeg jako zbiór -takich punktów

z E S2, ze kazde kolo (w S2 w metryce sferycznej) o ~rodku w punkciez
przecina zarówno zbiór A, jak i jego uzupelnienie. Zbiór vl S2 nazywa sie

domkniety, jesli zawiera swój brzeg, a' otwarty, jesli jest ze swoim brzegiem

rozlaczny. Domkniecie zbioru to jego suma z brzegiem. wnetrze to zbiór minus
jego brzeg. (Cwiczenie: udowodnij, ze domkniecie zbioruA w 8'2 to zbiór
wszystkich punktów wS2, do których sa zbiezne ciagi punktów zA.)

Zbiór otwarty A c S2 nazywa sie spójny, jesli kazde dwa jego punkty mozna

polaczyc lamana lezaca w A.'Dowolny zbiór ot •.••artyA c S2'mozna przedstawic

w postaci sumy ciagu rozlacznych zbiorów otwartych i spójnych. Te zbiory

nazywaja si,< skladowym' zoiorc -'1

a. Skladowa A jest przyciagana przez iteracje przeksztalcenia
g = f Ndo pewnego sciekua E A,bedacego punktem stalym
przeksztalcenia g. (Basen przyciagania dla j-trajektorii okresowego
punktu a, czyli zbiór punktów, których j-trajektorie sa zbiezne
do zbioru {a,/(a), ... ,1N-I(a)}, moze nie byc spójny. Moze
zawierac nawet nieskonczenie wiele skladowych, które nie ..sa
okresowe i dopiero po jakims czasie zaczynaja "chodzic"
okresowo. SkladowaA basenu przyciagania, zawierajaca punkt
a, nazywa sie basenem bezposredniego przyciagania,)

b. Skladowa A jest basenem bezposredniego przyciagania pewnego
punktu neutralnego wymiernegoa nalezacego do brzegu zbioruA.
(Mówimy, ze a jest punktem neutralnym, jesliIg'(a)1 = l
j neutralnym wymiernym, jeslig'(a) jest pierwiastkiem z l, to
znaczy (g'(a)t = l dla pewnej liczby naturalnejk. Liczba k
bedzie dalej oznaczac naj mniejsza liczbe naturalna o tej
wlasnosci.) W otoczeniu punktua dynamika iteracji przeksztalcenia
gk wyglada podobnie jak iteracji przeksztalceniah(z) = z(I +Z'k)

dla pewnej liczby naturalnejs. Kierunki, w których poruszaja sie
punkty przy dzialaniu iteracjami przeksztalceniagk (lub h), sa
na rysunku 6 przedstawione strzalkami. Punkta przyciaga
bezposrednio S· k basenów Al' ... , As, k, których suma nazywa
sie kwiatkiem. A, nazywaja sie platkami. Przeksztalcenieg
penputuje te rlatki •Mamys cyk!:, ka:i.dy dlu<Ioscik .
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Rys. 5. Ilrzegi pieciu obszarów od

jasnoszarego do czarnego to

zbiory Julii dla wielomianów

AZ(l- z) przy ;, odpowiednio l,

3/2, 2, 5/2.29/10. Te wszystkie

zbiory Julii sa topologicznie

okregami. (Dalej znajdziesz
komentari, dlaczego wszystko

jedno, czy rozpatrywac wielomiany

takiej postaci, czyZ2 + c. Podanym

wyzej parametrom ;, odpowiadaja

parametry c= 1/4, 3/16, O,
- 5/16, - 26l/400,)
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Istnieje piekny zwiazek dynamiki przeksztalceniaf wokól neutralnego punktu

okresowego (o okresieN) z leoria liczb. Okazuje sie, ze jesli liczba).= (fN)'(a)
spelnia dla pewnej stalej C> O, pewnej liczby naturalnej n i dla kazdego

ulamka p/q nierównosc: IArg(A)-2:rp/qj > Cfq", to a ma swój dysk Siegela,

wewnatrz którego lezy. Ten warunek oznacza intuicyjnie, zeArg(A) wolno

aproksymuje sie liczbami wymiernymi. Oka~uje sie, ze pr~wie wszystkie liczb"
z SI maja te wlasno~c .

Rys. 8 a) dysk Siegela,

b) pieTsci~n (istnienie takich pierscieni dla pewnych przeksztalcen wymiernych

udowodnil dopiero kilka lat temu matematyk francuski Michel Herman).

PU,nkt 00 bada sie zmieniajac uklad wspólrzednych na S2 tak, aby punkt00·

przeszedl na punkt O.·Na przyklad przeksztalceniemh(z) = ~. Wtedy
z

l Z2 2z+ 2cz3 - 2cz3
ge(z) = h ofe oh-'(z) = -1-·- = l+cz2 .1?~(z) =--+c

z2

(I +2:Z2)2 • Rzeczywiscie otrzymujemy ge(O) = g~(O) = O.

Kazdy wielomian stopnia 2 po odpowiedniej zmianie ukladu wspólrzednych na
C (przeksztalceniem postaciaz+b, a, b E C) przybiera postac Z2+C. Trzeba

po prostu przesunieciem przeprowadzic punkt krytyczny (rózny od 00) na O

ipotem zmienic jednostke w ukladzie wspólrzednych, zeby uzyskac
wspólczynnik przy Z2 równy I. Parametr c jest wyznaczony jednoznacznie

(pomysl, dlaczego). Rodzina Z2 + c jest wiec w pewnym sensie uniwersalna.

,
c. Skladowa A jest dyskiem Siegela. To znaczy, zeA jest
topologicznie kolem i istnieje na nim taki uklad wspólrzednych,
w którym przeksztalcenieg = f N jest obrotem wokól pewnego
punktu a E A stalego dlag, neutralnego, wymiernego;
g{z) = g'(a)' z.

d. Skladowa A jest· topologicznie pierscieniem, ag na nim jest
obrotem, znowu o kat niewspólmierny zn. (To sie jednak nie
moze zdarzyc dla wielomianów.)

I

Okazuje sie, ze ~ kazdym basenie przyciagania musi byc jakis
punkt krytyczny, to znaczy taki,zef'(b) = O. Okazuje sie tez,
ze w brzegu kazdego dysku Siegela (lub pierscienia) suma.
trajektorii wszystkich punktów krytycznych dlaf musi byc gesta
(nie wiadomo, czy bezposrednio w brzegu musi byc jakikolwiek
punkt krytyczny!). A wiec do obslugi kazdej okresowej
skladowej zbioru S2'.J(f) pOtrzebny jest jakis punkt krytyczny.

Zajmijmy sie znowu wielomianami!c(z) = Z2 + c. Punkt Ojest.
oczywiscie dla kazdego wielomianufe punktem krytycznym.
c = !c(0) jest wartoscia krytyczna (czyli obrazem punktu
krytycznego). Jest jeszcze drugi punkt krytyczny:00 (wiecej
punktów krytycznych nie ma, dla dowolnej funkcji wymiernejf
jest najwyzej 2 . (stopien1)-2 punktów krytycznych). Punkt00
jest zarazem punktem stalym i sciekiem. Oznaczmy przezAe jego
basen przyciagan)a. Okazuje sie, ze jest td zarazem basen
bezposredniego przyciagania i zel(fe) jest jego brzegiem.

"Zwierzaki" na rysunkach 5, 7, 10,15-21 przedstawiaja zbiory
Ze = S2"Ae dla róznych parametrów c. Zauwaz, ze
Ze = {z E C: ciag !c" (z) jest ograniczony}. Zbiór Julii to brzeg. "
"ZWIerza ..

Wsród wielomianów j;,(z) = Z2 + c, inaczej mówiac wsrÓd
parametrów c, szczególny jest zbiór zwany zbiorem MandeJbrota

M = {c E C: ciag !c" (O)jest ograniczony}

(spójrz na rysunek 11). Jesli crp M, to oba punkty krytyczne
O i 00 naleza do basenuACI "Zwierz" nie ma wiec wnetrza - brak
byloby punk~ów krytycznych do jego obslugi. Tak naprawde to
dla c $M "zwierzaków" W ogóle nie ma, jest pyl. Wytlumacze
zaraz dlaczego.

Zbiór Ae mozna zbudowac biorac pewne otoczenieB punktu 00,
na przyklad {z: Izl > R} dla duzej liczby R. Potem trzeba
dodac pierscien (w topologicznym sensie)B, = fc'(B)"-..B,
nastepnieB2 = fe'(B,), B3= fe-t(B2) itd. Jesli i jest pierwszym
indeksem takim, ze cE BIo to B, zawiera wartosc krytyczna.
Wtedy B,+, przypomina oprawke okularów (spójrz na rysunek 9).
Oznaczmy szkla tych oklJlarów (topologicznie kola) przez
L\'+'l, L~'+1). Niech fe ILJ'+ 'l oznacza przeksztalcenie};, obciete
do L5'+ll, j = 1,2. Wtedy (fe lL~'+ l»-l(B'+i) to znowu
okulary, ale mniejsze. W uzupelnieniu mamy 4 szkielka dwóch
par okularów Lj'+2l,j = f, 2, J, 4. Nastepnie tworzymy 8
szkielek Lj'+3) i tak dalej. Mozna udowodnic, ze srednice tych
szkielek Llsl daza do O przys -> 00. Zbiór Julii sklada sie
z punktów widocznych przez doWolnie maje okularki. Ten zbiór
jest zbiorem Cantóra. To rzeczywiscie pyl. Okazuje sie, zeAe ma
nieskonczenie wiele (nawet nieprzelicza:Jnie wiele) dziur. Przy
okazji trudno nie zauwazyc samopodobienstwal(!c).

Rys. 6. Kwiatek.

a.

Rys. 7. Muszla. Dla wielomianu

z(1- z) kwiatek w punkcie

neutralnym ma tylko jeden
platek.

b.

Rys. 10. Baranki. :Zbiór Julii dla z2+3/10 (na drugim obrazku pokazany jest

powiekszony maly kwadracik z pierwszego obrazka). DlaZ2+ 1/4 zbiór Julii

byl brzegiem muszli (rys. 7), teraz muszla sie rozsypala.
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Wielomian stopnia 2 mozemy takze znormali"lpwac przeprowadzajac
przesunieciem jeden z dwó.h punktów stalych na O. Mnozac polem

wspólrzedne przez odpowiednia stala otrzymujemy wielomian postaciZ2 + A.
lub postaci Az(l- z) (jesli chcemy, zeby przeciwobraz punktu stalego O, rózny

od niego samego, byl równy 1). Dla wielu rozwazan takie rodziny sa lepsze.

Z drugiej strony parametr A. nie jest wyznaczony jednoznacz~ie, bo istnieje

dowolnosc wyboru, który z dwóch punktów stalych przeprowadzic na O.

Wielomian Z2+ Az mozna przemienic naz2+ (2- A)z.

Zauwaz, ze jesli ciag (f~(0)) nie jest ograniczony, tof~(O) _ 00.

Rys. 9. Okulary.



Zajmiemy sie teraz ksztaltem "zuka" Mandelbrota,M (spójrz na
rysunek 11). Do tulowia przyklejone sa plamy róznej wielkosci,
do nich mniejsze plamki itd. Ale to jeszcze nie wszystko, bo
dookola widac sporo czarnych kropek. To nie jest brud, te
kropki takze naleza do zbioruM. Sa nawet polaczone z glówna
czescia "zuka", ale polaczenia sa tak cienkIe, ze nie widac ich
na obrazkach z komputera. Mozna jednak wykonac
eksperyment pokazujacy nie tylko czarny ladM, ale takze
podmorskie, kolorowe grzbiety i skaly (dlugi czas ucieczki punktu
O do 00 przy dzialaniu iteracjamiIc). Widac to na powiekszeniu
fragmentu "zuka" - patrz okladka. ZbiórM jest spójny, nie ma
dziur i jest domkniety. Najciekawsze jest, ze wydaje sie miec,
podobnie jak zbiory Julii, wlasnosc samopodobienstwa. Czarne
kropki w powiekszeniu okazuja sie byc drugorzednymi "zukami"
o ksztalcie podobnym doM. Zbiór SZ"'M ma mnóstwo
fiordów wchodzacych wM. Nie wiadomo, czy kazdy punkte
z brzegu M jest osiagalny zSZ"'M, to znaczy czy istnieje ciagla
krzywa y c SZ"'M zbiezna do punktue. •

Przypomnijmy, ze dla przeksztalceniafe przy e = O punkt'O
jest punktem stalym, sciekiem. Kiedy·e zmienia sie, ten punkt
staly przesuwa sie (spelnia on równanieZZ +e = z). Oznaczmy
go Ze. Interesujemy sie takimi parametramie,dla których Ze

przestaje byc sciekiem. Zauwaz, zef; (z) = 2z, czyli lf: (z,;) I = 1,
1

gdy IZel = -. Poniewaz e = Ze-Z;, wiec interesujace nas
2

A (A)Zparametry c= c(A) ukladaja sie na krzywejC(A) = "2 - "2 '
gdzie A przebiega okrag{A: lAI = l}. Te krzywa, która jest
brzegiem tulowia "zuka", nazywa sie kardioida. Jesli bierzemyc
wewnatrz tulowia, to zbiór Julii jest topologicznie okregiem.
A co sie stanie, gdy c przekroczy kardioide?

Zróbmy wycieczke parametreme wzdluz osi rzeczywistej w C.
JeSli od c= O idziemy'w kierunku dodatnim, to dla c= 1/4
przekraczamy kardioide. Zbiór Julii jest wtedy brzegiem
"muszli" (rys. 7), a potem rozsypuje sie w "baranki" (rys. 10).
PójdZffiy teraz od O w kierunku ujemnym. PrzeksztalcenieIc
przeprowadza liczby rzeczywiste w liczby rzeczywiste. Latwo
wiec rysowac wykresy, spójrz na rysunek 13.

X=e2JiV3

c=2

\

I
CF

Rys. II. Zbiór Mandelbrota. W malym kwadraciku jest drugorzedny zuczek.

Celowo oznaczylem pochodna w punkcie stalym symbolemA, to jest przeciez

pochodna w punkcie stalymO dla przeksztalcen Az(1- z) i Z2 + Az. A wiec po

odpowiedniej zmianie wspólrzednych na C z tych przeksztalcen robi sie

z2+c(A). Mamy wzór na c(A)! Sprawdz, zec(A) = c(2- A). Tulowiowi zuka

odpowiada w zbiorze parametrów A suma dwóch kól o promieniu I:K,
o srodku w O i K, o srodku w punkcie 2. Przy rozpatrywaniu rodzinyZ2 + Az

robi sie zazwyczaj wycieczki parametrem" zaczynajac z.K1 - sciek jest
umieszczony wO. Przy rozpatrywaniu rodziny Az(i - z) zaczyna sie wedrówki

z K2• Wtedy O na stale jest zródlem, a sciekiem jest drugi punkt staly

(rysunek 16, wykres a).

1,lxl

lolxl2

Rys. 13.

a) O > c> -3/4

If~(ze)1 < l
b) c = -3/4

f~(ze) = -1

c) - 3/4 > c > - 1

If~(ze)1 > 1
d) c = -I

WC = O

e) c= -2
chaos

Rys. 15. Smoki Swietego Mark", czyli zbiory Julii dla wielomianów z2-3/4
z2 - l. Te nazwe wymyslil Mandelbrot na czesc Bazyliki w Wenecji. jej

odbicia w zalanym woda Placu i nieskonczonych ekstrapolacji.

Rys. 12. Odcinek ST (bez punktu

S) sklada sie z punktów

nieosiagalnych z Q.

Rys. 14. Podnoszacy sie garb.

(Wykresy przeksztalcen a), b), e)

'!- rysunku 13 w przedstawieniu
Ax(l-x).)
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Rys. 16.
a) przed powstaniem królika,

b) powstaje królik,

c) królik, (O jest sciekiem okresu 3,c;::; -0,12256117+0,74486177 i
spelnia równanie e3 + 2c2 + c+ 1 = O),

d) zbiór Julii dla Z2 + i.

Zmiana dynamiki, kiedy c przechodzi przez wartosc CF, to bifurkacja

Fcigenbauma. Na c= CF koncza sie bifurkacje podwajania okresu, potem na

odcinku < -Pc,Pc> zaczyna sie chaos. Okazalo sie, ze ta bifurkacja uniwersalna

wystepuje w przyrodzie, jej odkrycie i zbadanie jest jednym z najwiekszych

osiagniec matematycznych ostatnich lat. Bardzo ciekawe rzeczy dzieja sie miedzy

parametrami CE i - 2. A co dopiero sie d~eje wzdluz innych odnózy zuka?!

Przy c = - 3/4 przechodzimy przez kardioide. Nastepuje
bifurkacja dynamiki. Zbiór Julii juz nie jest topologicznie
okregiem. To "okrag" sczepiony sam ze soba w nieskonczenie
wielu punktach. Otrzymujemy smoka Swietego Marka. Parametr
c = - 3/4 jest w zbiorze Mandelbrota korzonkiem nowej plamy.
Wchodzimy teraz w te plame; powstaje sciekWc o okresie 2
(punkt Ze jest teraz zródlem). Dlac = -1 punkt Wc przechodzi
przez O na prawo, a po przejsciu parametremc pewnej wartosci
Cz, korzonka nastepnej plamki,Wc staje sie zródlem, za to
blisko powstaje sciek o okresie 4. Po przejsciuC3 powstaje sciek
o okresie 8, itd. CiagCn jest zbiezny do pewnej wartosci
CF = -1,401..., (patrz rys. 11). Ale to jeszcze nie koniec! Az
do c = -2 wielomianie przeprowadza odcinek< -Pc,Pc)
w siebie (Pc jest drugim obok Ze punktem stalym); trajektoria
1:(0) jest wiec ograniczona. Zatemc E M dla c ~ - 2
(i c .s; 1/4). Dla c = - 2 zbiór J(fc) jest odcinkiem < - 2,2).
Jest to jedna z dwóch wartosci parametruc (druga jestO), gdy
J(fc) ma klasyczny ksztalt. Dopiero przyc < - 2 zbiór J(fc)
rozsypuje sie.

Zróbmy wycieczke wzdluz kardioidy. Dla kazdej liczbyl" bedacej
pierwiastkiem z 1, punktC(A) jest korzonkiem pewnej plamki,
która wyrasta z kardioidy. Rozwazmy przykladA = eZ"i/3•

Przy przejsciu przez ten korzonek z tulowia do plamy punkt
staly ze scieku zmienia sie w zródlo, a od niego oddziela sie
trajektoria nowego scieku o okresie 3. Nastepuje bifurkacja
"kwiatka" - powstaje królik (rys. 16)..

2:n
Po przejsciu przez inne korzonkiC(A), gdzie Arg(A) = -

n
i liczba n jest niezbyt duza, powstaja smoki Mandelbrota
(rys. 17).

Gdy n rosnie, smokowi przybywa ramion i jego ksztalt dazy do
ksztaltu muszli (spójrz na rysunki 18 i 7).

1
Dla liczb C(A), dla których - Arg(},) wolno aproksymuje sie2n
liczbami wymiernymi, istnieje dysk Siegela (rys. 19).

Dla wielomianu ZZ + c moze istniec w C najwyzej jedna trajektoria
scieku. Jesli istnieje, to jedyny w C punkt krytyczny,O, lezy w jej
basenie przyciagania. Kazda poznana dotychczas za pomoca
komputerów plamka zbioruM jest wlasnie zwiazana z istnieniem
okresowego scieku. Jesli jednakO E J(fc), to albo w naszym
smoku istnieje dysk Siegela, albo smok ma puste wnetrze, jest
bardzo glodny (ale jeszcze spójny!). Parametryc, dla których
istnieje dysk Siegela lub kwialek (ogólniej: jakis punkt neutralny)
leza na brzeguM. Mozna je malo zmienic i uzyskac pyl. Nie
wiadomo jednak, czy mozna zepsuc kazdego zaglodzonego
smoka. Moze istnieje wM cala plama parametrów, którym
odpowiadaja takie biedne smoki?

5

Rys. t 8. Smok dwudziestoramienn~·.

Rys. 17. Smok siedmioramienny.

A rg A = 2:n /7. Przeksztalcenie

I~przeprowadza ramie 1 na ramie

2, 2 na 3 itd., ramie 6 na

ogromne ramie 7. A na co

przechodzi ramie 7? Otóz, sklada

sie ono z ramion1', ... ,6',
symetrycznych do l, .. " 6, które

takze przechodza na 2, ... , 7,
oraz z ramionek a, h, które

przechodza na I.

Rys. 19. Zwierz z dyskiem Siegela

f(z) = z2+eiz (Arg). = I).

Rys. 20. Zaglodzony smok. (Po

przejsciu nieskonczenie wielu

bifurkacji uwielokrotnienia okresu

scieku smok traci cale wnetrze
i zostaje z niego tylko szkielet,

odzyska jeszcze troche ciala

w drugorzednych zukach.)



b) królik ..L smok Sw. Marka.
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Rys. 26

Rys. 24

Rys. 25

Rys. 23. Kraby (punkty, w których kazdy
krab trzyma .1yl ino<go kraba, leza na
trajektoriach (w tyl) punktu krytycznego O).

Rys. 21. a) smok Sw. Marka .L królik,

Rys. 22. Metoda Newtona.Xox,

A co sie dzieje dla wielomianów stopnia 3? Zbadajmy najpierw

S . lwielomian f(z) = z3_1. cieki dla N/(z) = -(2z+l/z2) (czyli
3

zera dlaf) to punkty Zo = l, Zl = -1/2+i {f/2, Z2 =
= -1/2-iY3/2. Punkty krytY9zne dlaNfto znowu Zo, h, Z2

i dodatkowo I?unktO. Zbiór Julii nie jest juz teraz taki prosty.
Na rysunku 24 przedstawiony jest bialym kolorem basen
przyciagania dla punktuZo = l. Dla Z3- l metoda Newtona
jest dobra dla prawie kazdego punktuXo E C, bo prowadzi do .
pierwiastka. Faktycznie, oprócz basenów przyciagania scieków
Zo, Zl, Z2 nie ma zadnych innych skladowych uzupelnienia zbioru
Julii J(Nf). Nie ma po prostu punktu krytycznego, który móglby
taka skladowa obsluzyc. Jedyny punkt krytyczny, który bylby
kandydatem, punktO, grzeznie w zródle 00 (bo Nf(O) = 00).

A jesli wezmiemy inny wielomian stopnia 3? Czy moze pojawiC
sie nowy sciek okresowy (o okresie ~ 2)? Moze! Rysunki 24-26
dotycza wielomianów fc(z) = Z3+ (e-l)z-e. Na czarno .
przedstawiony jest zbiór tych parametrów e, dla których punkt
krytyczny O zbiega do scieku w punkcie l (dla iteracjiNic) .
Skladowe obszaru w zbiorze parametrów e (biale), dla których
zachodzi zbieznosc do dwóch pozostalych pierwiastkówf, tworza
z czarnymi skladowymi charakterystyczne trójki. W trakcie
kolejnych powiekszen ukazuje sie jednak jeszcze jakis dziwny
twór: to przeciez zuk Mandelbrota. Dla parametru e z wnetrza
takiego zuka istnieje sciek o okresie ~ 2. Dla zadnego punktu
Xo z basenu przyciagania takiego scieku metoda Newtona nie
jest dobra. CiagXn zamiast przyblizac sie do pierwiastka
wielomianu Ic zaczyna oscylowac!

Zbadajmy przykladf(z) = Z2+ 1. Dla tego przykiadu sciekamil
dla Nf(z) = -(z-l/z) sa punkty -i,i. Ich baseny przyciagania2
to odpowiednio pólplaszczyzna dolna i górna. (Zeby sie o tym
przekonac, zauwaz, ze jesli zmienimy wspólrzedne na sferze S2
przeksztalceniem T(z) == (z+i)/(z-i), to T o Nf o T-1(z) = Z2,

a os rzeczywista przechodzi na okragSl.) A wiec dla prawie
kazdej liczby zespolonejXo (kazdej nie rzeczywistej) zastosowanie
metody Newtona daje zbieznosc do pewnego pierwiastka. Dla
dowolnego wielomianu stopnia 2 sytuacja jest podobna.

Istnieje pewna operacja ..L na parach "zwierzaków"
(przyporzadkowuje parze Z2+e1, Z2+ e2 nowy wielomian
Z2+ e3), popatrz na rysunek 21.

Czytelniku, moze teraz sam obliczysz na komputerze jakiegos
smoka?

Metoda Newtona

Na pewno zetknales sie Czytelniku z ta nadzwyczaj efektywna
metoda obliczania pierwiastków wielomianu. Tak jak na rysunku
22 tworzy sie dla kazdej "rozsadnej" liczbyXo ciag liczb Xn.

Okazuje sie, ze ciagXn bardzo szybko dazy do pierwiastka.
A co to znaczy "rozsadna" liczbaxo? Czy kazda lub prawie
kazda liczba jest rozsadna? Teoria iteracji przeksztalcen
wymiernych i wyniki komputerowych eksperymentów pozwalaja
przyblizyc sie do odpowiedzi na te pytania. Widac, na podstawie

k 22 . f(xn_ 1) N' I' . b d .rysun u , zeXn = Xn-1::" ----o a ezy Wiec a ac
f'(Xn_l)

iteracje funkcji wymiernej

Nf(x) = x-f(x}/['(x).

Bedziemy to robic w plaszczyznie zespolonej C. Zera wielomianu
f to dokladnie punkty stale, scieki, dla funkcjiNI. a zera
jednokrotne sa zarazem punktami krytycznymi (bo
(Nf)'{z) = f(z)["(z)/(['(Z)2).
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