Zoo na plaszczyZnie

Doc. dr Feliks PRZYTYCKI

W ostatnich latach fascynacje uczonych pracujacych na pograniczu

matematyki i fizyki wzbudzily niezwykle obiekty: fraktale.
Najprostsze z nich znane byly od kilkudziesieciu lat, ale dopiero
teraz, dzigki uzyciu duzych komputeréw zaczeto otrzymywac
ogromne kolekcje tych ,,zwierzat™. Przycigga ich pigkno,
powszechno$¢ wystgpowania i znaczenie w wyjasnianiu zjawisk
przyrody. W tym artykule opowiem, jaki zwiazek maja fraktale
z iterowaniem wielomianéw i z poprawnoscia metody Newtona
szukania pierwiastkow.

W 1904 roku Helge von Koch opisat konstrukcje dziwnego
zbioru, tak zwanego platka sniegu. Do bokow trojkata
rownobocznego przyklejmy z zewnatrz trojkaty podobne, trzy
razy mniejsze. Do kazdego odcinka brzegu otrzymanej gwiazdy
znowu przyklejmy trojkat trzy razy mniejszy i tak dalej. Brzeg K
otrzymanego w ten sposob platka $niegu jest topologicznie
okregiem, to znaczy istnieje ciggle, wzajemnie jednoznaczne
przeksztalcenie ¢ okregu S' na K. Jest dziwnym okregiem,

w zadnym swoim punkcie nie ma wektora stycznego (to znaczy
@ nie jest rozniczkowalne). Co ciekawsze, wymiar Hausdorffa
HD(K) = log4/log3 = 1,2618. (To wida¢ z definicji podanej
obok. Dla kazdej liczby naturainej n mozna K pokry¢ 4" kolami
o promieniu &, = 3~".) Tymczasem kazda porzadna krzywa ma
wymiar (w kazdym sensie) rowny 1. Niezwykla wlasnoscia K
jest samopodobienstwo, dowolnie male kawatki majg podobny
ksztait do duzych! W 1905 roku wloski matematyk Ernesto
Cesdro zachwycony ,,wewngtrzna nieskorniczonoscia™ krzywej
Kocha napisat tak: ,,Gdyby byla obdarzona zyciem, mozna by
si¢ jej pozby¢ tylko niszczac ja w catosci. Inaczej odzywalaby
znowu i znowu z glebi swoich trojkatow, jak to czyni zycie we
Wszech§wiecie”.

Przez wiele pozniejszych lat matematycy konstruowali podobnie
osobliwe ksztalty i oswajali si¢ z nimi, az wreszcie Benoit
Mandelbrot, matematyk z USA, stworzyl dla nazwania takich
ksztaltow slowo fractal (od lacinskiego stowa fractus — zlamany,
skladajacy si¢ z kawalkow). Oglosil, ze fraktale wystepuja
powszechnie i Ze taka jest wlanie geometryczna struktura
przyrody. Na fraktale mozna natrafi¢ w bardzo prostych
sytuacjach. Wystarczy np. iterowa¢ wielomian z2+¢ na
plaszczyZnie zespolonej, a ksztalty, ktore sie pojawiaja, sa
naprawde niezwykle. Wydawaloby sie nic prostszego jak
pojedynczy wielomian stopnia 2, Tymczasem komputery rysuja
przedziwne ,,zwierzeta”, a skomplikowany aparat XX-wiecznej
matematyki pozwala je zrozumiec tylko powierzchownie.

Iteracje wielomiandw z°+ ¢,

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej f.(z) = 22 +¢. Ciag
punktow z, w plaszczyznie zespolonej C, okreslony wzorem

Zyyy = felzn), n = 0, 1, 2, ... nazywa sig trajektoria (w przod)
dla z, przy dzialaniu /.. Jest to ciag wartosci kolejnych iteracji /.
(zlozen wielomianu f; z samym soba) w punkcie z,, to znaczy
20, fe(Zo), fo © fe(zo), .... Bedziemy dalej pisat [ = fe o f, o ... o fa
(n razy). (Oblicz, Czytelniku, kilka pierwszych iteracji,

a zobaczysz, jakie pojawiajg si¢ wielomiany stopnia 2, 4, 8, ....
To juz nie jest tylko badanie ,,irywialnego’ wielomianu stopnia
2.) Czy trajektoria jest zbiezna? Jesli nie, to jaki jest zbior
punkiow, do ktorych podchodzi dowolnie blisko? Jak bedzie
zmieniac sig odpowiedZ na te pytania przy zmianach punktu
poczatkowego z,? A jak przy zmianach parametru ¢? Takie
pytania nazywa si¢ pytaniami o dynamike f;. Jesli przy zmianie
parametru ¢ w pewnym momencie nastepuje wyraZna zmiana
dynamiki, to mowimy, ze nastepuje bifurkacja.

W artykule o fraktalach rysunek 10 pochodzi
z pracy P. Blancharda, rysunek 23 z artykutu
Peitgena, rysunki zas 24, 25, 26 nadesial

dia Delty ). Curry., Pozostale rysunki
komputerowe wykonala na Merze 400

Teresa Przytycka. Fotografia na okladee
pochodzi ze zbioru J. Hubbarda, ktory
stworzyl kilka serii diapozytywow
przedstawiajgcych powigkszenia pewnych

frag 6w zuka Mandelbrota.

Rys. 1. Tak powstaje platek sniegu.

Dla dowolnej liczby ¢ > 0 oznaczmy symbolem N (L) minimalng liczbe kol
o promieniu e, ktérymi moina pokryé zbiér L. Pojemnodé zbioru L to

nastepujgca liczba: Iimoinf'ﬁlogN‘(L})f(—log £).
&~

Definicja wymiaru Hausdorffa jest nieco inna, ale jesli zbiér L jest samopodobny,
to poiemnosé | wymiar Hausdorffa sg takie same. (Zajrzyj do artykulu
sy Ulamkowy wymiar" w Delcie 2/1985).
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Bys. 2. Ten ,,dywan Sierpmskiego™ jest takize fraktalem. Jego wymiar
Hausdorffa jest réwny log8/logd.

Mandelbrot napisal pigkna ksigike pod tytulem ,, The Fractal Geometry of
Nature" wydang w 1982 roku w USA.

Plaszezyzna zespolona C to zwykia
plaszczyzna, w ktorej wprowadzamy dzialania
dodawania i mnozenia. Kazdy punkt z_i_.
plaszczyzny utozsamiamy z wektorem OA.
Punkty plaszczyzny (liceby zespolone)
dodajemy tak jak odpowiadajace im wektory,
Kazdy punkt (wektor) z = (x, ») ma modul
lz] = ¥x2+»? (ezyli po prostu dlugosé
wektora) i argument Arg(z) — kat, jaki tworzy
ten wektor z osia x (rys. 3). Iloczyn liczb z,
i z3 to liczba, ktorej argument jest réwny
sumie argumentow z, i z; (mod 22), a modul
jest iloczynem moduldw. O4 x jest nazywana Rys. 3
osig rzeczywista, a punkt (0, 1) oznaczamy

litera i. Dla punktu z = (x, )) oznacza sig¢

x = Rez, y = Imz, Zauwaz, Czytelniku, #¢ r = Rez+ilmz. Zauwaz tei, ie
it =i-i= —1, i jest wigc pierwiastkiem réwnania z? = = 1. Moina wige

-
X

napisaé i = ¥ — 1. Liczhbe o module r i argumencie a oznacza sig przez refa.



Przeanalizujmy przyklad ¢ = 0, to znaczy wiclomian f(z) = z2.
Zbadajmy go na Cu {2¢} (na plaszczyznie zespolonej

z dolgczonym punktem w nieskoficzonosci). czyli na
dwuwymiarowej sferze 52, Istnieja dwa punkty stale,
przyciagajgce (tak zwane scieki): 0 i co. Zbiér punktow,
ktorych trajektorie sa zbiezne do 0 (taki zbi6ér nazywamy
basenem przyciagania), to kolo {z: [z| < | }. Basenem
przyciagania punktu oo jest zbioér {z: |z] > 1}. Oba baseny
rozdziela okrag S', Ten okrag dla przeksztalcenia z2 ma
przedziwne wiasnosci: zbior punktéw okresowych, ktore sa
#rodlami, jest w nim gesty (to znaczy kazdy punkt z € §* jest
granica pewnego ciagu Zrodel). Trajektoria (w przod) dla prawie
kazdego punktu okrggu S jest w S gesta. Okrag S pelni jakby
role duzego Zrodla, wewnatrz ktorego jest chaos. (Zajrzyj do
artykulfu ,,Chaos na odcinku™ Defra 7/1984.)

Na poczatku XX wieku dwaj matematycy francuscy Gaston Julia
i Pierre Fatou stworzyli, niezaleznie od siebie, ogolng teorig
iteracji funkeji wymiernych na 5%, to znaczy funkcji postaci

S(2) = (@nz"+@n- 12"+ ... +a0)[(buz™ +bm_12"" 1+ ... +by),
(gdzie a;, by €C, a, # 0, b,y # 0) stopnia co najmniej 2. Stopien
to max(n, m) przy zatozeniu, ze ulamek f jest nieskracalny.
(Trajektorie punktow dla f'stopnia 1 wygladaja dosy¢ prosto.
Jak?) Podstawowym pojeciem tej teorii jest zbior Julii J(f).
Mozna go zdefiniowac jako domknigcie zbioru wszystkich zrodel.
Oto niektore jego wiasnosci;

J(f) jest domkniety w S2. Zbior J(f) jest fniezmienniczy, to
znaczy J(f) = f(J(f)) = f~'(J(f)). Albo J(f) = §* (to si¢ jednak
rzadko zdarza, a nigdy dla wielomianow), albo J(f) jest zbiorem
brzegowym, to znaczy nie zawiera zadnego kola. Z drugiej strony
J(f) jest w sobie gesty, to znaczy kazdy jego punkt jest granica
ciggu innych jego punktow (w szezegdlnosci J(f) jest
nieprzeliczalny). Ponadto J(f) = J(/M).

Juz chyba zauwazyle$ Czytelniku, Ze dla f(z) = z* zbior J(f)

to okrag S'. Niech teraz parametr ¢ bedzie bliski 0, ale ¢ # 0.
Mozna udowodnic, ze wtedy zbior Julii jest topologicznie
okregiem, podobnie jak przy ¢ = 0, a przy tym ma strukture
fraktala, jego wymiar Hausdorffa jest wiekszy niz 1 (rys. 5).

Zbior S"\ NJ(Je) sklada sig Z dwoch skladowych — basenow
przycuggama scieku oo i Scieku bliskiego 0 (spelniajacego rownanie
z*+¢ = z). A co si¢ dzieje, kiedy ¢ nie jest bliskie 0? Zanim
odpowiemy na to pytanie, wroémy jeszcze do ogdlnej teorii.

Omowmy teraz klasyfikacje i wyglad skladowych zbiorn 52N J(f).
Zbior Julii dla funkeji wymiernej f jest niezmienniczy, wiec obraz
dowolnej skltadowej zbioru S*\J(f) przy dziataniu f jest tez jego
skladowa, a przeciwobraz 'suma kilku sktadowych (nie wigcej niz
stopien f). Dopiero catkiem niedawno amerykanski matematyk
Dennis Sullivan udowodnil, Ze istnieje najwyZej skoficzona liczba
skladowych okresoswych, to znaczy takich, ze f¥(4) = A dla
pewnej liczby N > 0. Kazda inna skladowa po jakims$ czasie
przechodzi w skladowa okresowa. Inaczej méwiac, zadna
sktadowa nie bladzi.

Typy dynamiki na skladowych okresowych, /¥(4) =

A, zostaly
réwniez sklasyfikowane, podzielone na 4 klasy:

a. Skladowa A jest przyciagana przez iteracje przeksztalcenia

g = f do pewnego scicku a £ 4 bedacego punktem stalym
przeksztalcenia g. (Basen przyciggania dla j~trajektorii okresowego
punktu a, czyli zbiér punktéw, ktdrych f-trajektorie sa zbiezne

do zbioru {a, f(a), ...,"~*(a)}, moze nie by¢ spbjny. Moie
zawiera¢ nawet nieskonczenie wiele skladowych, ktore nie sa
okresowe i dopiero po jakims$ czasie zaczynaja ,,chodzi¢™
okresowo. Skiadowa A basenu przyciggania, zawierajaca punkt

a, nazywa si¢ basenem bezposredniego przyciggania.)

b. Skladowa A jest basenem bezposredniego przyciagania pewnego
punktu neutralnego wymiernego a nalezgcego do brzegu zbioru A.
(Mowimy, ze a jest punktem neuntralnym, jesli |[g'(@)| = 1

J nentralnym wymiernym, jesli g'(a) jest pierwiastkiem z 1, to
znaczy (g'(a))* = 1 dla pewnej liczby naturalnej k. Liczba &
bedzie dalej oznaczaé najmniejsza liczbg naturaina o tej
wiasnosci.) W otoczeniu punkitu a dynamika iteracji przeksztalcenia
£* wyglada podobnie jak iteracji przeksztalcenia h{z) = z(1+2z%)
dla pewnej liczby naturalnej 5. Kierunki, w ktorych poruszaja sie
punkty przy dzialaniu iteracjami przeksztalcenia g* (lub k), sa

na rysunku 6 przedstawione strzatkami. Punkt a przyciaga
bezposrednio s - ke basenow A4, ..., 4, ,, ktorych suma nazywa
sig kwiatkiem. 4, nazywaja sic olatkami. Przeksztaicenie g
permutuje te platki Mamyv s cykli, kazdy diveosci F

Rys. 4. Cu oo} = §2, Strzatki pokazuja dynamike przeksztaleenia z 22

Punkt staly w dia f to taki punkt, ze fiw) = w.

Punkt okresowy w o okresie n (to znaczy staly dla przeksztalcenia g = /™)

nazywa sig fciekiem, jesli modul pochodnej Ig_’(w)l < 1, a #rddlem, jesh

[g’(w)| > 1. (Pechodng w sensie polonym definiuje si¢ podobnie jak pochodng

dia funkcji rzeczywistych X' (z) = lim M
) . Cat—=0 !

przy jej obliczaniu (pochodna sumy, iloczynu, ilorazu, zloinnia) okazuja sig

takie same.) Zauwaz, Czytelniku, 7e przeksztalcenie g = /" w malym

otoczeniu dcieku w zmniejsza odleglosci, Stad wynika, ze trajektoria kazdego

punktu z ustalonego, dostatecznie malego otoczenia $cieku jest zbieina do

trajektorii tego dcieku. Dla irédla odwrotnie, odleglosci sie zwigkszajg, wige

kazda trajektoria, poza trajektorig samego zrodla, musi wyjié z takiego

otoczenia.

- Reguly pozytecine

Dla dowolnego zbioru 4 w §2 zdefiniujmy brzeg jako zbidr gakich punktow
ze 852, z¢ kaide kolo (w §* w metryce sferyéznej) o frodku w punkcie z
przecina zardwno zbidr 4, jak i jego wzupelnienie, Zbisor W 52 nazywa sie
domknigty, jesli zawiera swoj brzeg, a’ otwarty, jedli jest ze swoim brzegiem
rozlgeeny, Domknigeie zbioru to jego suma z brzegiem, waetrze to zbidr minus
jego brzeg. (Cwiczenie: udowodnij, ze domknigcie zbioru 4 w $2 to zhidr
wszystkich punktéw w 52, do ktérych sa zbieine ciggi punktow z 4.)

Rys, 5, Brzegi pieciu obszardw od
jasnoszarego do czarnego to
zbiory Julii dla wielomianéw
Az(1-=z) przy A odpowiednio 1,
312, 2, 572, 29/10. Te wszystkie
zhiory Julii 53 topologicznie
okrggami. (Dalej znajdziesz
komentars, dlaczego wszystko
jedno, czy rozpatrywaé wislomiany
takie] postaci, czy z2 + ¢, Podanym
wyiej parametrom A odpowiadajg
parametry ¢ = 1/4, 3/16, 0,

- 5/16, —261/400.)

Zbior otwarty A = §2 nazywa sig spojny, jedli kazde dwa jego punkty mozna
poiaczy¢ iamang lzzgca w 4. Dowolny zbidr otwarty 4 = §? mozna przedstawid
w postaci sumy ciagu rozlacznych zbiordw otwartych i spéjnych, Te zbiory
nazywajn sis skindowymi zbiory £,



¢. Skladowa 4 jest dyskiem Slegela. To znaczv, 7e A4 jest
topologicznie kolem i istnicje na nim taki uklad wspolrzednych,
w ktoérym przeksztalcenie g = f* jest obrotem woko! pewnego
punktu @ € A4 stalego dla g, neutralnego, wymiernego;

22)=g'@) 2.

d. Skiadowa A jest topologicznie piericieniem, a g na nim jest
obrotem, znowu o kat niewspolmierny z 7. (To sig¢ jednak nie
moze zdarzy¢ dla wielomianow.)

Okazuje sig, ze w kazdym basenie przyciggania musi by¢ jakis
punkt krytyczny, to znaczy taki, ze f'(b) = 0. Okazuje sie tez,
ze w brzegu kazdego dysku Siegela (fub pierécienia) suma
trajektorii wszystkich punktéw kryiyczoveh dla f musi by¢ gesta
(nie wiadomo, czy bezposrednio w brzegu musi by¢ jakikolwiek
punkt krytyczny!). A wigc do obslugi kazdej okresowej
skladowej zbioru S\ J(/) potrzebny jest jakis$ punkt krytyczny.

Zajmijmy si¢ znowu wielomianami f.(z) = z*+4¢. Punkt 0 jest
oczywiscie dla kazdego wielomianu /. punktem krytycznym.

¢ = /.(0) jest wartoscig krytyczng (czyli obrazem punkiu
krytycznego). Jest jeszcze drugi punkt krytyczny: oo (wiecej
punktow krytycznych nie ma, dla dowolnej funkcji wymiernej j
jest najwyzej 2 - (stopien /)—2 punktow krytycznych). Punkt co
jest zarazem punktem statym i sciekiem. Oznaczmy przez A, jego
basen przycigegania. Okazuje sie, ze jest to zarazem basen
bezposredniego przyciggania 1 ze J(f;) jest jego brzegiem.

wZwierzaki' na rysunkach 5, 7, 10, 15—21 przedstawiaja zbiory
Z, = §*\ A, dla roznych parametrow ¢. Zauwaz, ze

. = [z C: ciag fI'(z) jest ograniczony }. Zbidr Julii to brzeg
Zwierza”, -

Wiérdd wielomianéw f(z) = 22 + ¢, inaczej mbwiac wérdd
parametrow c, szczegolny jest zbior zwany zbiorem Mandelbrota

M = {e €C: cigg f"(0) jest ograniczony }

(spdjrz na rysunek 11). Jedli ¢ ¢ M, to oba punkty krytyczne

0 i co naleza do basenu A,. ,,Zwierz” nie ma wigc wnetrza — brak
byloby punktéw krytyeznych do jego obslugi. Tak naprawde to
dla ¢ ¢ M ,,zwierzakow™ w ogéle nie ma, Jest pyl. Wytlumacze
zaraz dlaczego.

Zbior A, mozna zbudowaé biorac pewne otoczenie B punkiu co,
na przyklad {z: |z| > R} dla duzej liczby R. Potem trzeba

dodac pierécien (w topologicznym sensie) 8, = f='(B)\ B,
nastepnie B, = f'(B,), By = f'(B,) itd. Jedli i jest pierwszym
indeksem takim, Ze ¢ € By, to B, zawiera warto$¢ krytyczna.
Wtedy By, przypomina oprawke okularéw (spojrz na rysunek 9).
Oznaczmy szkla tych okularow (topologicznie kola) przez -
LYY, LY+, Niech f,| L'+ oznacza przeksztalcenie £, obcicte
do LY, j =1, 2. Wtedy (f:| LY+ ")~1(B,,,) to znowu
okulary, ale mniejsze. W uzupelnieniu mamy 4 szkielka dwoch
par okularéw L{'+?, j = I 2, 3, 4. Nastepnie tworzymy 8
szkielek L{'+™ i tak dalej. Mozna udowodnié¢, ze $rednice tych
szkielek L daza do O przy s — co. Zbidr Julii sklada sig

z punktow widocznych przez dowolnie male okularki. Ten zbior
jest zbiorem Cantora, To rzeczywiscie pyl. Okazuje sie, ze 4. ma
nieskoficzenie wiele (nawet nieprzeliczalnie wiele) dziur, Przy
okazji trudno nie zauwazy¢ samopodobienistwa J( 7).
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Rys. 10, Baranki. Zbior Julii dla z243/10 (na drugim obrazku pokazany jest
powigkszony maly kwadracik z pierwszego obrazka). Dla z2+ 1/4 zbiér Julii
byl brzegiem muszli (rys. 7), teraz muszla sie rozsypala.

N

Rys. 6, Kwiatek, ¢ Rys. 7. Muszla, Dla wiel
z(l — z) kwiatek w punkcie
neutralnym ma tylko jeden
platek.

Istnicie pigkny zwiazek dynamiki przeksztalcenia f wokd! neutralnego punktu
okresowego (o okresie V) z teorig liczh. Okazuje sig, 2e jedli liczba 3 = (f¥)'{a)
spetnia dia pewnei stalej € > 0, pewnej liczhy naturalnej » i dia kazdego
ulimka pfg nierdwnosc: [Arg(2)—2apfgl > Clg", 10 @ ma swoj dysk Siegela,
wewnjlrz ktorego lezy, Ten warunek oznacza intuicyjnie, ze Arg( ) wolno
aproksymuje si¢ liczbami wymiernymi. Okazuje sig, 2¢ pruwie wszystkie liczby
z &' majg t¢ wlasnosé,

Rys. 8 a) dysk Siegela,

b) piericien (istnienie takich piericieni dla pewnych przeksztalcerd wymiernych
udowodnil dopiero kilka lat temu matematyk [rancuski Michel Herman),
Punkt o0 bada si¢ zmieniajac uklad wipdlrzednych na $2 tak, aby punkt co-

przeszedi na punkt 0. Na przyklad przeksztalceniem h(z) = —:7 . Wtedy

£ 224202 —2cz2?
=he -1 = — T = Y
i Bslet b D) 1 I +gz2 " 2:(2) 1 4ecz2)2
— e
b4
2z - ’
= Urei" Rzeczywidcie otrzymujemy g.(0) = gL.(0) = 0.

2ol

Kazdy wielomian stopnia 2 po odpowiedniej wspdlrzednych na
C (przeksztalceniem postaci az+ b, a, b € C) przybiera postaé #24¢. Trzeba
po prostu przesunieciem przeprowadzic punkt krytyczny (réiny od o) na 0
ipotem zmienié jednostke w ukladzi polrzednych, zeby &
wspdlezynnik przy z2 rdwny 1. Parametr ¢ jest wyznaczony jednoznacznie
(pomysl, dlaczego). Rodzina 22+ ¢ jest wige w pewnym sensie uniwersalna.

Wielomian stopnia 2 mozemy takze znormaligowaé przeprowadzajac
przesunigciem jeden z dwéch punktdw stalych na 0. MnoZae potem
wspdélrzedne przez odpowiednia stalg ofr:ymujtmy wiclomian postaci z3 4 Az
lub postaci Az(1 —z) (jesli chcemy, Zeby przeciwobraz punktu stalego 0, rézny
od niego samego, byl rowny 1). Dla wielu rozwazan takie rodziny sa lepsze.
Z drugiej strony parametr 4 nie jest wyznaczony jed ie, bo istniej
dowolnosé wyboru, ktéry z dwoch punktdw stalych przeprowadzic na 0.
Wiclomian 22+ Az moiZna przemienié na z2+ (2— )z,

Zauwaz, ze jedli ciag (f2(0)) nie jest ograniczony, to f2(0) - .

Rys. 9. Okulary.



Zajmiemy si¢ teraz ksztaltem ,,zuka” Mandelbrota, M (spojrz na
rysunek 11). Do tulowia przykiejone sa plamy roznej wielkosci,
do nich mniejsze plamki itd. Ale to jeszcze nie wszystko, bo
dookota widaé¢ sporo czarnych kropek. To nie jest brud, te
kropki takze naleza do zbioru M. Sa nawet polaczone z glowna
czedcia ,,zuka”, ale polaczenia sa tak cienkie, ze nie wida¢ ich

na obrazkach z komputera. Mozna jednak wykonaé
eksperyment pokazujacy nie tylko czarny lad M, ale takze
podmorskie, kolorowe grzbiety i skaly (dlugi czas ucieczki punktu
0 do oo przy dzialaniu iteracjami f.). Wida¢ to na powigkszeniu
fragmentu ,,7zuka” — patrz okladka. Zbiér M jest spojny, nie ma
dziur i jest domkniety. Najciekawsze jest, ze wydaje si¢ miec,
podobnie jak zbiory Julii, wlasnos¢ samopodobiefistwa. Czarne
kropki w powigkszeniu okazuja si¢ by¢ drugorzednymi ,,Zukami”
o ksztalcie podobnym do M. Zbiér S\ M ma mndstwo

fiordow wchodzacych w M. Nie wiadomo, czy kazdy punkt ¢

z brzegu M jest osiagalny z S*\ M, to znaczy czy istnieje ciagla
krzywa ¥ < S*\ M zbiezna do punktu c.

Przypomnijmy, ze dla przeksztalcenia f; przy ¢ = 0 punkt'0
jest punktem stalym, §ciekiem. Kiedy ¢ zmienia sig, ten punkt
staly przesuwa si¢ (spelnia on réwnanie z?+ ¢ = z). Oznaczmy
go z.. Interesujemy si¢ takimi parametrami ¢, dla ktorych z.
przestaje by¢ sciekiem. Zauwaz, ze f(z) = 2z, czyli |f{(z)l = 1,

gdy |z = 5 Poniewaz ¢ = z.— zZ, wigc interesujace nas

p ANZ
parametry ¢ = c(2) ukladaja si¢ na krzywej ¢(4) = e (E) 4
gdzie A przebiega okrag {A:|A| = 1}. Te krzywa, ktora jest
brzegiem tulowia ,,zuka”, nazywa si¢ kardioida. Jesli bierzemy ¢
wewnatrz tulowia, to zbidr Julii jest topologicznie okregiem.
A co sig stanie, gdy ¢ przekroczy kardioide?

Zrobmy wycieczke parametrem ¢ wzdluz osi rzeczywistej w C.
Jeéli od ¢ = 0 idziemy ‘w kierunku dodatnim, to dla ¢ = /.
przekraczamy kardioide. Zbior Julii jest wtedy brzegiem
,,muszli” (rys. 7), a potem rozsypuje si¢ w ,,baranki” (rys. 10).
Pojdzmy teraz od 0 w kierunku ujemnym. Przeksztalcenie f;
przeprowadza liczby rzeczywiste w liczby rzeczywiste. Latwo
wigc rysowac wykresy, spojrz na rysunek 13.

fibd e \

f.lx]

B=y

c(A)dia A=e®™

=1
c= 1,

Rys. 11. Zbiér Mandelbrota. W malym kwadraciku jest drugorzedny zuczek.

Celowo oznaczylem pochodng w punkcie stalym symbolem 4, to jest przeciez
pochodna w punkcie stalym 0 dla przeksztalcen 2z(1—z)iz?+ Az. A wigc po
odpowiedniej zmianie wspélrzednych na C z tych przeksztalced robi sig

22 4 c(A). Mamy wzdr na c(4)! Sprawdz, ze c(4) = o(2— ). Tulowiowi Zuka
odpowiada w zbiorze parametrow A suma dwdch kol o promieniu 1: Ky

o érodku w 0 i K, o érodku w punkeie 2. Przy rozpawrywaniu rodziny z2+ Az
robi sie zazwycraj wycieczki parametrem A zaczynajgc z K, — éciek jest
umieszczony w 0. Przy rozpatrywaniu rodziny A2(1—z) zaczyna sie wedroéwki
z K. Wtedy 0 na stale jest rddlem, a Sciekiem jest drugi punkt staly
(rysunek 16, wykres a).
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Rys. 13, ¢) =34 >c> —1
a0>c> —3/4 1felzdl > 1
1fiz)l < 1 dic= -1
b) ¢= =34 we=0
felzl) = =1 eye= =2
chaos

Rys. 15. Smoki Swigtego Marks, czyli zbiory Julii dla wielomiandw z2—3/4
22— 1. Te nazwe wymyslil Mandelbrot na czes¢ Bazyiiki w Wenecji, jej
odbicia w zalanym woda Placu i nieskoniczonych ekstrapolacji.

Rys. 12. Odcinek ST (bez punktu
5) sklada sig z punktow
nieosiagalnych z a.

Rys. 14. Podnoszgey si¢ garb.
(Wykresy przeksztalceni a), b), )
z rysunku 13 w przedstawieniu
Ax{l—x).)




Rys. 16

u) preed powstaniem krolika,

b) powstaje krolik,

¢) krolik, (0 jest sciekiem okresu 3, ¢ = —0,12256117+0,74486177 i
spelnia rownanie ¢34+ 2¢24+¢+1 = 0),

d) zbior Julii dla z2+14,

Przy ¢ = — 3|, przechodzimy przez kardioidg. Nastepuje
bifurkacja dynamiki. Zbior Julii juz nie jest topologicznie
okregiem. To ,,okrag” sczepiony sam ze soba w nieskoriczenie
wielu punktach. Otrzymujemy smoka Swigtego Marka. Parametr
¢ = —3/; jest w zbiorze Mandelbrota korzonkiem nowej plamy.
Wehodzimy teraz w t¢ plame; powstaje fciek w. o okresie 2
(punkt z. jest teraz zrodlem), Dla ¢ = — 1 punkt w, przechodzi
przez 0 na prawo, a po przejciu parameirem ¢ pewnej wartosci
¢, korzonka nastepnej plamki, w, staje si¢ zrodlem, za to
blisko powstaje scick o okresie 4. Po przejsciu cs powstaje $cick
o okresie 8, itd. Ciag ¢, jest zbiezny do pewnej wartosci

cg = —1,401... (patrz rys. 11). Ale to jeszcze nie koniec! Az

do ¢ = —2 wielomian f; przeprowadza odcinek {—p., p.>

w siebie (p, jest drugim obok z. punktem stalym); trajektoria
Sf2(0) jest wiec ograniczona. Zatemce Mdlac= —2
(ic<'[y). Dlac= —2zbidr J(£) jest odcinkiem {—2, 2).
Jest to jedna z dwoch wartosci parametru ¢ (druga jest 0), gdy
J(fc) ma klasyczny ksztalt. Dopiero przy ¢ < —2 zbior J(f.)
rozsypuje sig. b

Zrobmy wycieczke wzdluz kardioidy. Dla kazdej liczby 2, bedacej
pierwiastkiem z 1, punkt ¢(4) jest korzonkiem pewnej plamki,
ktora wyrasta z kardioidy. Rozwazmy przyklad A = e*7i/3,

Przy przejsciu przez ten korzonek z tulowia do plamy punkt

staly ze Scicku zmienia sie w Zrodlo, a od niego oddziela sie
trajektoria nowego Scieku o okresie 3. Nastepuje bifurkacja
»kwiatka” — powstaje krélik (rys. 16).

2n
Po przejéciu przez inne korzonki ¢(4), gdzie Arg(i) = —
n

i(liczba n jest niezbyt duza, powstajg smoki Mandelbrota
rys. 17). ;

Gdy n roénie, smokowi przybywa ramion i jego ksztalt dazy do
ksztaltu muszli (spéjrz na rysunki 18 i 7).

1
Dla liczb ¢(4), dia ktorych — Arg(A) wolno aproksymuje sig
liczbami wymiernymi, istnieje dysk Siegela (rys. 19).

Dla wielomianu z*+ ¢ moze istnie¢ w C najwyzej jedna trajektoria
scieku. Jedli istnieje, to jedyny w C punkt krytyczny, 0, lezy w jej
basenie przyciggania. Kazda poznana dotychczas za pomoca
komputeréw plamka zbioru M jest wiasnie zwiazana 7 istnieniem
okresowego Scieku. Jesli jednak 0 € J(f,), to albo w naszym
smoku istnieje dysk Siegela, albo smok ma puste wnetrze, jest
bardzo glodny (ale jeszcze spéjny!). Parametry e, dla ktérych
istnieje dysk Siegela lub kwiatek (ogdlniej: jakié punkt neutralny)
lezq na brzegu M. Mozna je malo zmieni¢ i uzyskac pyl. Nie
wiadomo jednak, czy mozna zepsu¢ kazdego zaglodzonego
smoka. MozZe istnicje w M cala plama parametrow, ktorym
odpowiadaja takie biedne smoki?

S

Zmiana dynamiki, kiedy ¢ przechodzi przez wartosé cp, to bifurkacja
Feigenbauma. Na ¢ = ¢r konczy sie bifurkacje podwajania okresu, potem na
odcinku {—pg, pe> zaczyna si¢ chaos. Okazalo sig, Zze ta bifurkacja uniwersalna
wystepuje w przyrodzie, jej odkrycie i zbadanie jest jednym z najwigkszych
osiggnieé matematveznych ostatnich lat. Bardzo ciekawe reeczy dzieja sig migdzy
parametrami ¢f | —2. A co dopiero si¢ d@eje wzdluz innych odnozy zuka?!

Rys. I'7. Smok siedmioramienny,
Arg A = 2n(7. Przeksztalcenie

I preeprowadza ramig¢ | na raniie
2, 2 na 3 itd., rami¢ 6 na
ogromne rami¢ 7. A na co
przechodzi ramig 77 Otoz, sklada
sie ono z ramion 17, ..., 6,
symetrycznych do 1, ..., 6, ktore
takze przechodzq na 2, ..., 7,
oraz 7 ramionek a, b, ktdre
przechodzg na 1.

Rys. 18, Smok dwudziestoramienny,

Rys, 19. Zwierz z dyskiem Siegela
fz) = 22 4eiz (Arga = 1).

Rys. 20, Zaglodzony smok. (Po
przejiciu nieskonczenie wielu
bifurkacji uwielokrotnienia okresu
scicku smok traci cale wnetrze

i zostaje z niego tylko szkielet,
odzyska jeszcze troche ciata

w drugorzednych zukach.)



Istnieje pewna operacja | na parach ,,zwierzakow”
(przyporzadkowuje parze z>+¢,, z2+¢; nowy wielomian
2%+ ¢3), popatrz na rysunek 21.

Czytelniku, moZe teraz sam obliczysz na komputerze jakiego$§
smoka? ;

Metoda Newtona
Na pewno zetknale$ si¢ Czytelniku z ta nadzwyczaj efektywna

metoda obliczania pierwiastkéw wielomianu. Tak jak na rysunku
22 tworzy si¢ dla kazdej ,,rozsadnej™ liczby x, ciag liczb x,.

Rys. 21, a) smok Sw. Marka L krélik, b) krolik

L smok Sw, Marka.

X3 X % Rys. 22. Metoda Newtona.

Okazuje sig, ze ciag x, bardzo szybko dazy do pierwiastka.
A co to znaczy ,,rozsadna” liczba x,? Czy kazda lub prawie 23 K % b

kazda liczba jest rozsadna? Teoria iteracji przeksztalcen i R s Ml i e
wymiernych 1 wyniki komputerowych eksperymentow pozwalaja
przyblizy¢ si¢ do odpowiedzi na te pytania. Widac, na podstawie

rysunku 22, 7e X, = Xy_; = I—(f':—)_-. Nalezy wicc badaé
f (xn-.l]'

krab trzyma tyt inncgo kraba, leza na
trajektoriach (w tyl) punktu krytycznego 0).

iteracje funkcji wymiernej

Nf(x) = x—=f(x)[f'(x). 3
Bedziemy to robi¢ w plaszczyinie zespolonej C. Zera wieclomianu
[ to dokladnie punkty stale, cieki, dla funkcji Nf, a zera

jednokrotne sg zarazem punktami krytycznymi (bo
(NFY () = £ f " (2)/(f (2)?).

Zbadajmy przyklad f(z) = z2+1. Dla tego przykiadu sciekami

dla Nf(z) = %(z— 1/z) sa punkty —i, i. Ich baseny przyciagania Rys. 24
to odpowiednio pélplaszczyzna dolna i gorna. (Zeby sie o tym

przekonaé, zauwaz, ze jesli zmienimy wspoirzedne na sferze S?

przeksztalceniem T(z) = (z+i)/(z—i),to T« Nf = T~'(z) = 23,

a o8 rzeczywista przechodzi na okrag §'.) A wigc dla prawie

kazdej liczby zespolonej x, (kazdej nie rzeczywistej) zastosowanie

metody Newtona daje zbieznos¢ do pewnego pierwiastka. Dla

dowolnego wielomianu stopnia 2 sytuacja jest podobna.

A co sig dzieje dla wielomianow stopnia 3?7 Zbadajmy najpierw
wielomian f(z) = z>—1. Scieki dla Nf(z) = T(Zz+1;‘z‘) (czyli

zera dla f) to punkty zo = 1, z; = —1/2+iy/3/2, 2z, =

= —1[2—:']/3,&. Punkty krytyczne dla Nf to znowu z,, z;, 2,

i dodatkowo punkt 0. Zbior Julii nie jest juz teraz taki prosty.

Na rysunku 24 przedstawiony jest bialym kolorem basen

przyciggania dla punktu z, = 1. Dla z° — 1 metoda Newtona

jest dobra dla prawie kazdego punktu x, € C, bo prowadzi do Rys. 25
pierwiastka. Faktycznie, oprocz basenow przyciggania Sciekow 2
Zp, Z1, 2z nie ma zadnych innych skladowych uzupehienia zbioru

Julii J(Nf). Nie ma po prostu punktu krytycznego, ktéry moglby

taka skladowa obsluzy¢. Jedyny punkt krytyczny, ktéry bytby

kandydatem, punkt 0, grzeznie w Zrodle oo (bo Nf(0) = o).

A jesli wezmiemy inny wielomian stopnia 37 Czy moze pojawic
si¢ nowy Sciek okresowy (o okresie = 2)? Moze! Rysunki 24—26
dotycza wielomiandw f.(z) = 23+ (c—1)z—e¢. Na czarno )
przedstawiony jest zbior tych parametrow e, dla ktorych punkt
krytyczny 0 zbiega do Scieku w punkcie 1 (dla iteracji Nf;).
Skladowe obszaru w zbiorze parametroéw ¢ (biale), dla ktérych
zachodzi zbieznoé¢ do dwoch pozostalych pierwiastkow f, tworza
z czarnymi skiadowymi charakterystyczne trojki, W trakcie
kolejnych powigkszen ukazuje si¢ jednak jeszcze jaki$ dziwny
twor: to przeciez zuk Mandelbrota. Dla parametru ¢ z wnetrza
takiego zuka istnieje Sciek o okresie > 2. Dla zadnego punktu

xg Zz basenu przyciggania takiego scieku metoda Newtona nie
jest dobra. Ciag x, zamiast przybliza¢ si¢ do pierwiastka
wielomianu /. zaczyna oscylowac! Rys. 26




