-]

u grawitacynym (tz

wzar barometryezny)
p = pye-FRRRT
gdzie p, —cisnicnie w poblizu dna,
p —cidnienie w gornej czesci naczvnia
I masa cigstecr 1, i — wysokosc

naceynis. R siala gazowa, T
lemperatura gazit. Sila wypadkowa (dla p
nicwiele réni y sigod pg i

cylindrycenego naczynia)
Fo = S{py—p) = Spangh|/RT,

gdzic § pole powierzchni podstawy,
Z rownonia stanu gavo doskonalego wynika,

ze sredmia gestosc gazu jesl w przyblizenio

rowna ¢ = pou/RT, co daje
Fu = Mg,
gdzie M = p -5 -k jest masg gazu w

naczyniu.

Opis ruchu za pomocg alternatywne;j
teorii mnogosci '

Dr Wiestaw NAGORKO, prof. dr Czestaw WOZNIAK

Gdy w jakiej$ teorii matematycznej znana juz jest dostateczna liczba definicji oraz dostateczna
liczba twierdzen, przystepuje sie zwykle do analizy polegajacej na wyodrgbnieniu terminow,
ktorych nie trzeba definiowaé, bo ,,wiemy, co one oznaczaja’™ oraz twierdzen, ktorych nie
trzeba dowodzi¢, bo sa ,,oczywiste”, jedne i drugie za$ wystarcza do udowodnienia wszystkich
pozostalych twierdzen teorii. Tak wyodrebnione terminy nazywa sie pojeciami pierwotnymi,

a twierdzenia aksjomatami albo pewnikami teorii. Teoria zostaje wtedy zaksjomatyzowana.
Zaksjomatyzowanie jest zawsze ustaleniem pewnych ram, poza ktore juz wyj$¢ nie mozna,
jezeli nie zmieni sie aksjomatow. Przedaksjomatyczna postac teorii jest wigc bogatsza, bo tkwia
w niej mozliwosci roznych aksjomatyzacji. Istotne zakwestionowanie jednego uktadu aksjomatow
i zaproponowanie nowego daje inng teori¢ aksjomatyczna, ktora jest konkurencyjna wzgledem
poprzedniej z takich czy innych wzgledow. Jest wigc wzgledem niej pewng alternatywa.

Teoria mnogosci (ST), dziat matematyki zajmujacy si¢ zbiorami, ktorego podstawy sformutowal
Cantor, ma swoja posta¢ przedaksjomatyczng oraz rozne aksjomatyzacje. Alternatywna teoria
mnogosci (AST) sformulowana przez Vopénke kwestionuje niektore aksjomaty ST. W dalszym
ciagu zwrocimy uwage tylko na niektore roznice miedzy ST i AST. Petna analiza tych roznic
nie jest tutaj mozliwa.

Alternatywna teoria mnogoéci rozpatruje pojecia pierwotne: klasa i zbior. Kazdy zbior (w
sensie AST) jest w sensie ST zbiorem skoriczonym (lecz nie na odwrét). Kazdy zbior jest klasa,
ale nie kazda klasa jest zbiorem, np. klasa wszvstkich zbioréw. W AST kazdg klase, ktora jest
zawarta w jakims zbiorze, nazywa sie semizbiorem. Istota AST jest aksjomat mowiacy, ze
istnieja semizbiory nie bedace zbiorami. Intuicyjne przyklady podawane przez Vopénke to klasa
wszystkich przodkéw Karola Darwina bedacych malpami czy zbiér ludzi zyjacych na Ziemi

w danej chwili. Jedna z konsekwencji powyzszego aksjomatu jest to, ze klasa (nie zbior) liczb
naturalnych w AST jest inna niz w ST. Oto jak definiujemy liczby naturalne: '

Zbior (w sensie AST) = jest liczba naturaina, jezeli speinia warunki:
(yhex)[f< o,
tzn. kazdy element zbioru « jest jego podzbiorem, (jest zbiorem w sensie AST),
(VB.yex)lfeyvy =pvyepl.
Klase liczb naturalnych oznaczamy przez N.

Zauwazmy, 7e zbiory: pusty @, jednoelementowy {@ }, dwuelementowy {@, {@}} itd. sa
liczbami naturalnymi. Mozemy je wiec ,,zidentyfikowac" z klasycznymi liczbami naturalnymi
przyporzadkowujac

00,

le (@), 2« {0, {D}}, ...

Klase ligzb naturalnych odpowiadajacych klasycznym liczbom naturalnym oznaczmy przez FN.
W AST dowodzi sig, z¢ N~ FN # @. W AST mamy wiec ,,wigcej”" liczb naturalnych niz w ST.
(Pamietajmy jednak, ze kaida liczba naturalna jest (jako zbior w sensie AST) zbiorem
skonczonym w sensie ST.) W AST kazdy zbior okazuje si¢ by¢ rownoliczny z jakas liczba
naturalng (z klasy N).

Postepujac podobnie jak w ST mozna w oparciu o N okresli¢ klasg liczb catkowitych
C=Nuif{0,a): a0 aeN},

gdzie €0, o) jest para uporzadkowana <0, o) = {{@}, (@, x}}, oraz klas¢ liczb wymiernych
RN, w ktorej okreslone sa dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie majace znane
wiasnosci. W RN okresla sig takze pewna relacje rownowaznosci = zwang relacja
nierozroznialnosci

1
x = ﬁw(VueFN)[]u—ﬁl < —lub(x>nifi>nlub(x< —niff< —n)].
n



Zbiory liczb w AST moga podobnie jak i zbiory liczb w 8T sluzy¢ do opisu swiata materialnego.
Pokazemy to na przykfadzie ruchu punktu materialnego. W mechanice analitycznej opartej o ST
definiujemy nastgpujace wielkosci: liczbe m € R i interpretujemy jg jako masg punktu,
odwzorowanie klasy C?, p : [to, 1,] = R? interpretowane jako ruch punktu ([rg, 7,] jest
przedzialem czasu) oraz odwzorowanie f : R — R? interpretowane jako sila dzialajaca na

punkt. Ponadto zadamy, by m, p, f speinialy warunek

d’plr) _

.______.r
m s —m = f0)

zwany prawem Newtona.

W AST postepujemy podobnie, cho¢ inaczej. Rezygnujemy z opisu opartego na liczbach
rzeczywistych zastepujac je liczbami wymiernymi. Ruch okres$lamy jako odwzorowanie zbioru
chwil 1 = g, ty, ..., ty 1 € N) w iloczyn kartezjanski (BRN)? zbioru BRN liczb wymiernych
ograniczonych. Ruch p jest wigc tutaj obiektem ,,danym" tylko w pewnych chwilach — tak jak
to ma miejsce w kinie przy ogladaniu ruchu powstalego z nakladania na siebie kolejnych
klatek tasmy filmowej. Dla takiego ruchu okreslamy predkos¢ i przyspieszenie

Plixey)—plrx)
e e e -

Ulty) = =01, ..,.0—1,
Tar1— Iz
v(ty)—vlty_y)
alty) = —— 2= |, ... . w—1.

ty—1Iy_ -

Zauwazmy, ze tak okreslone predkosci i przyspieszenia zawsze istniejg i nie sg wielkosciami
przyblizonymi. Jedli jednak zazadamy, by przeciwdziedziny funkcji © i @ byly zawarte w (BRN)?,
to moze sig zdarzy¢, ze v lub @ nie istnieja. Zawezenie przeciwdziedzin v i @ do (BRN)?* jest
ograniczeniem na ruch p, nie wystarczajacym jednak. by mieé ruch klasy C2.

Zalozmy wiec ponadto, 2e 1y, —1x = €dlax = 0,1, ..., m—1, gdzie ¢ = 0. Utworzmy dalej
.srednie” ruchu, predkosci, przyspieszenia i sily
atn=1
I

Sulte) = — s(t5),
2n—1 y=a—n+1

gdzie s oznacza jedng z liter p, v, @ lub f, 1 < n < n(x), nle) = max{f 1 ta g€l tx_geli+1.

Latwo sprawdzi¢, ze dla tak usrednionych wielkosci zachodzi zwigzek
mau(ty) = fulty) dlatyel.

Weimy teraz takie to €/, 28 1t 11 = 1y} < [tg, tal.
Zalozmy, ze istnieje takie ny € IV spelniajace warunek n, - £ = 0, ze dla n = n, spelniajacych
warunek n- & = 0 zachodzi:

Pnlte) = pn,(ta), Unlta) s Un.,{fa)s

an(le) = an,(ta), falte) = fo,(tx). W tym przypadku mozemy przyjaé, ze ruch, predkosc,
przyspieszenie i sila okreslone sa w kazdej chwili re{t’ 11" = ta} < [fo, 1] jako dowolne

(1) (), (1), @), fir)

nicruzréigialne odpowiednio z pu (fx), Un,(lx), an,(ta), fo,(fa). Wielkosci (1) spelniaja zwigzek
ma(t) = f(r). Z wlasnosci liczb wymiejnych oraz relacji nierozroznialnosci wynika, ze wérod
obiektow (1) istniejg p(r), (1), a(r), f(t), dla ktorych

2) mii(r) = f(0).

Odwzorowanie F( ), dla ktorego istnieja o{-), d(-), f(+) oraz spetniony jest zwiazek (2),
nazwiemy ruchem regularnym, ktéry odpowiada odwzorowaniu klasy C* w ST, a wigc ruchowi
klasycznemu.

W oparciu o AST mozliwe wigc jest opisanie fizycznego pojecia ruchu, sily i praw Newtona

bez postugiwania si¢ przejsciem granicznym. Mozliwe jest takze okreslenie pewnych warunkow
regularnosci odpowiadajacych ciggloéci i gladkosci w analizie klasycznej. Przedstawione
podejécie jest ilustracjg tezy sformulowanej w 1916 roku przez B. Russella we ,,Wstgpie do
filozofii matematyki”: ,,Swiat, w ktorym wszelki ruch skiadalby si¢ z ciggu malych skonczonych
drgnief, bylby empirycznie nieodréznialny od $wiata, w ktérym ruch bylby ciagly”.
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