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Opis ruchu za pomoca alternatywnej~. , .
teorn mnogosci

Dr Wieslaw NACÓRKO, pro}: dr Czesiaw WOZNIAK'

Gdy w jakiejs teorii matematycznej znana juz jest dostateczna liczba definicji oraz dostateczna
liczba twierdzen, przystepuje sie zwykle do analizy polegajacej na wyodrebnieniu terminów,

których nie trzeba definiowac, bo "wiemy, co one oznaczaja" oraz twierdzen, których nie
trzeba dowodzic, bo sa "oczywiste", jedne i drugie zas wystarcza do udowodnienia wszystkich

pozostalych twierdzen teorii. Tak wyodrebn'ione terminy nazywa sie pojeciami pierwotnymi,
a twierdzenia aksjomatami albo pewnikami teorii. Teoria zostaje wtedy zaksjomatyzowana.

Zaksjomatyzo~anie jest zawsze ustaleniem pewnych ram, poza które juz wyjsc nie m~zna,
jezeli nie zmieni sie aksjomatów. Przedaksjomatyczna postac teorii jest wiec bogatsza, bo tkwia
w niej mozliwosci róznych aksjomatyzacji. Istotne zakwestionowanie jednego ukladu aksjomatgw'
i zaproponowanie nowego daje inna teorie aksjomatyczna, która jest konkurencyjna wzgledem
poprzedniej z takich czy-innych wzgledów. Jest wiec wzgledem niej pewna alternatywa.

Teoria mnogosci (ST), dzial matematyki zajmujacy sie zbiorami, którego podstawy sformulowal
Cantor, ma swoja postac przedaksjomatyczna oraz rózne aksjomatyzacje. Alternatywna teoria
mnogosci (AST) sformulowana przez Vopenke kwestionuje niektóre aksjomaty ST. W dalszym
ciagu zwrócimy uwage tylko na niektóre róznice miedzy ST i AST. Pelna analiza tych róznic
nie jest tutaj mozliwa.

Klase liczb naturalnych oznaczamy przezN.

Zbiór (w sensie AST)oc jest liczba naturalna, jezeli spelnia warunki:

tzn. kazdy element zbioruoc jest jego podzbiorem, (jest zbiorem w sensie AST),

(vfJ, y e oc)(fJ e yv y = fJv y e fJ].

2 •...•{0, {0}}, .. ,I •...•{0},0 •...•0,

Zauwazmy, ze zbiory: pusty 0, je<tnoelementowy (0), dwuelementowy {0, {0}} itd. sa
liczbami naturalnymi. Mozemy je wiec "zidentyfikowac" z klasycznymi liczbami naturalnymi
przyporzadkowujac

Alternatywna teoria mnogosci rozpatruje pojecia pierwotne: klasa'i zbiór. Kazdy zbiór (w
sensie AST) jest w sensie ST zbiorem skonczonym (lecz nie na odwrót). Kazdy zbiór jest klasa,
ale nie kazda klasa jest zbiorem, np. klasa wszystkich zbiorów. W AST kazda klase, która jest
zawarta w jakims zbiorze, nazywa sie semizbiorem. Istota AST jest aksjomat mówiacy, ze
istnieja semizbiory nie bedace zbiorami. Intuicyjne przyklady podawane przez Vopenke to klasa
wszystkich przodków Karola Darwina bedacych malpami czy zbiór ludzi zyjacych na Ziemi
w danej chwili. Jedna z konsekwencji powyzszego aksjomatu jest to, ze klasa (nie zbiór) liczb
naturalnych w AST jest inna niz w ST. Oto jak definiujemy liczby naturalne: .

(V fJ e oc)[fJ c oc],

Rozwiazanie zadania F 186. Na skutek

dzialania sily cieikosci gestosc gazuw

dolnej czesci naczynia jest wieksza nizw

górnej. Dlatego wieksze jest cisnieniegaLu

na dno niz na górna czesc naczynia.

Wypadkowa .sile d~ialajaca na scianki
mozna wyznaczyc korzystajac 7 latwej do

wyprowadzenia zaleznosci cisnienia od

wysokosci w polu grawitacyjnym (tzw.

wzór barometryc7ny):

--

p = poe-/Jgh/RT,

gdzie Po - cisnienie w poblizu dna.
p - cisnienie w górnej czesci naczynia.

I' - masa czasteczkowa. h - wysokosc

naczynia, R - stala gazowa, T-
temperatura gazu. SHa wypadkowa (dla"

niewiele rózniacego sieod Po i
cylindrycznego naczynia):

F •. =, S(Po-p) '" SPol,gh/RT,

gdzie S - pole powierzchni podstawy.

Z równania stanu gazudoskonalego wynika,

ze srednia gestosc gazu jest w przyblizeniu

równa e = Pol' IR T, co daje

F", = Mg,

gdzie M = e ,S ,h jest masa gazu w

naczyniu.

Klase li<;zbnaturalnych odpowiadajacych klasycznym liczbom naturalnym oznaczmy przezFN.
W AST dowodzi sie, zeN'"FN =F 0. W AST mamy wiec "wiecej" liczb naturalnych niz w ST.
(Pamietajmy jednak, ze kazda liczba naturalna jest (ja'ko zbiór w sensie AST) zbiorem
skonczonym w sensie ST.) W AST kazdy zbiór okazuje sie byc równoliczny z jakas liczba
naturalna (z klasyN).

Postepujac podobnie jak w ST mozna w oparciu oN okreslic klase liczb calkowitych

C = Nu{(O, oc>: oc =F O, oceN},

gdzie (O,oc> jest para uporzadkowana(0, or;> = {{0}, (0, oc}}, oraz klase liczb wymiernych

RN, w której okreslone !ia dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie majace znane
wlasnosci. WRN okresla sie takze pewna relacje równowaznosci ,;, zwana relacja
nierozróznialnosci

. [' l ]oc ,;, fJ __ ("In eFN) loc-fil < -;; lub (oc> n i fi> n) lub (oc < -n i f3 < -n) •

&



Zbiory liczb w AST moga podobnie jak i zbiory liczb w ST sluzyc do opisu swiata materialnego.
Po~azemy tona przykladzie ruchu punktu materialnego. W mechanice analitycznej opartej o ST
definiujemy nastepujace wielkosci: liczbem E R T i interpretujemy ja jako mase punktu,
odwzorowanie klasyCZ, p : [/0,/.1-> R3 interpretowane jako ruch punktu([to, t.l jest
przedzialem czasu) oraz odwzorowanief :R -> R3 interpretowane jako sila dzialajaca na
punkt. Ponadto zadamy, bym,p, f spelnialy warunek

dZp(t) .
m' ---= t(1)

d/z

zwany prawem Newtona.

gdzie s oznacza jedna z literp, v, o lub f: I ~ n ~ n(et), n(et) = max:/3 : trx+p E l, Irx-fi E I; + I.

Zalózmy wiec ponadto, zetCf,+1- trx ~. E dla et = 0,1 , ... ,Oj- l, gdzie E ,; O. Utwórzmy dalej
.,srednie" rQchu, predkosci, przyspieszenia i sily

Zauwazmy, ze tak okreslone predkosci i przyspieszenia zawsze istnieja i nie sa wielkosciami

przyblizonymi. Jesli jednak zazadamy, by przeciwdziedziny funkcjiv i o byly zawarte w(BRN)3,
10 moze sie zdarzyc, zev lub o nie istnieja. Zawezenie przeciwdziedzinv i o do (BRl"? jest
ograniczeniem na ruchp, nie wystarczajacym jednak, by miec ruch klasy Cz.

l, ...,w-I.,

rx+n-t

L s(t"l,
,'=rx-n+ I

I
s,,(trx) = 2n- I

0(1 ) _ v(trx)-v(t )IX ,_ lX-l
trx - frz_ I~ ' X =

Latwo sprawdzic, ze dla tak usrednionych wielkosci zachodzi zwiazek

mo,,(trx) = /,,(trx) dla Irx E I.
Wezmy teraz takieIrx E l, ze It : t ,; trx} c [to, Iw].

Zalózmy, ze istnieje takieno E N spelniajace warunekno' E ,; O, ze dla n ;;;, no spelniajacych
warunek n . E ,; O zachodzi:

W AST postepujemy podobnie, choc inaczej. Rezygnujemy z opisu opartego na liczbach

rzeczywistych zastepujac je liczbami wymiernymi. Ruch okreslamy jako odwzorowanie zbioru
chwilI = :to, tl, ••• , tw} (O) E N) w iloczyn kartezjanski (BRN)3 zbioru BRN liczb wymiernych
ograniczonych. Ruchp jest wiec tutaj obiektem "danym" tylko w pewnych chwilach - tak jak
to ma miejsce w kini~JJrzy ogladaniu ruchu powstalego z nakladania na siebie kolejnych
klatek tasmy filmowej. Dla takiego ruchu okreslamy predkosc i przyspieszenie

p(t'H • ) - p(trx) f
v(ta.) = ------. r:x= 0,1, o •• , u)-I,

trx+ I - trx

p,,(/rx) ,; P.o(tCf,), v,,(1rx) ,; v.o(trx),

o,,(trx) ,; o"o(1rx), /,,(/rx) ,; f~o(trx)' W tym przypadku mozemy przyjac, ze ruch, predkosc,
przyspieszenie i sila okreslone sa w kazdej chwilit E {t' : t' ,; Irx} c [to, twl jako dowolne

(I) p(/), v(t), a(t), f(t)

nierozróznialne odpowiednioz Pno(trx), v.o(trx), li.o(1rx),/.0 (trx). Wielkosci (I) ~pelniaja zwiazek
ma(t) ,; [(t). Z wlasnosci liczb wymiernych oraz relacji nierozróznialnosci wynika, ze wsród

obiektów (I) istnieja p(/), 0(/), a(1),/(O, dla których

Odwzorowanie jJ( '), dla którego istniejav( '), ci( .),l<.) oraz spelniony jest zwiazek (2),
nazwiemy ruchem regularnym, który odpowiada odwzorowaniu klasyCZ w ST, a wiec ruchowi
klasycznemu. c/

W oparciu o AST mozliwe wiec jest opisanie fizycznego pojecia ruchu, sily i praw Newtona-
bez poslugiwania sie przejsciem granicznym. Mozliwe jest takze okreslenie pewnych warunków
regularnosci odpowiadajacych ciaglosci i gladkosci w analizie klasycznej. Przedstawione
podejscie jest ilustracja tezy sformulowanej w 1916 roku przez B. Russella we "Wstepie do
filozofii matematyki": "Swiat, w którym wszelki ruch skladalby sie z ciagu malych skonczonych
drgnien, bylby empirycznie nieodróznialny od swiata, w którym ruch bylby ciagly".

Rozwia.zanie zadania M 418. LiczbyPl_ 02_

a) = 3, Gol = 11 sa calkowite, nieparzyste.

PrzypuSCmy. ze liczby.al. al. 0'0' On Sa

calkowite, nieparzyste (n ~ 4). Mam) a~ +-

(2 ..., \ 22 00_'+_ ) 2
+~----+=

°n_2

a~_1 +4a~_1 +4 + 20;_1
z

an - 2

a:_1 + 4a~_1 + 2(a~_1 + 2)
z

0,,_2

a~_1 + 40; -1 + 2an_tQ".......J

z
a"_2

a,,_l(Q~_t +4an_t +2an_3)
z

0"_2

Zauwazmy. ze liczby0,.-1 j 0,._1sa

wzglednie: pierwsze (On-1 jest nieparzysta.

a wiec wzglednie pier,",,:sza za;_ 2 + 2).

czyli a; + 2 dzieli sie przez On-l. a stad an.•.l
jeslliczba calkowita, nieparzysla'

(2) ma(/) = /(t).
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