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Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiacan + 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w numerze n+4. M?zna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na
oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki
i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Oceniamy zadaniaw skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego
zadania: WT =.4 - 3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazanie tego zadania, aN -liczbe osób, które
nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeruw danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji
IM lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadw~zka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze1/1985.

Termin nadsylania rozwiazan: 28 II 1986
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121. W przestrzeni dany jest trójkatABC. Gdzie nalezy umiescic
wierzcholek D czworoscianu ABCD, by czworoscian ten mial
zadana objetoscV i minimalne pole powierzchni?

122. Znalezc wszystkie funkcjeI :N -> R majace skonczona
granice lim I(x) oraz spelniajace warunekI(xy) = J{x)+ f(y)
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Zadania z matematyki nr 121, 122 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z numeru 8/1985

Przypominamy tresc zadan:

Ul. W przestrzeni dana jest plaszczyzna:Ioraz dwa punktyA i B lezace poza
ta plaszczyzna, po tej samej jej stronie. Niech Z bedzie zbiorem tych punktów
M. dla których istnieje sfera o srodku M,-przechodzaca przezA iB. styczna
do :I. Udowodnic, ze Z jest elipsa lub parabola.
114. Dany jest ciag liczbalf > O. NiechXn = (ata~ ... an)lJn. Dowiesc. ze
a.-+1+ .... +a.+ •• ~ (n+m)x.+m-nx.dladowolnychliczbnaturalnycbn.m.

113. Zauwazmy, ze srodek kazdej sfery przechodzacej przez
punkty A i B musi nalezec do ,plaszczyzny symetralnej odcinkaAB.
Oznaczmy te plaszczyzne przeza. Dalsze rozwazania ograniczymy
do punktów M E a. Niech M bedzie dowolnym punktem
plaszczyzny a, a M' jego rzutem na plaszczyznen i niech S
bedzie sfera o srodkuM, przechodzaca przezA i B. Punkt M
nalezy do zbioru Z wtedy i tylko wtedy, gdy'M' nalezy do S.
Rozróznimy dwa przypadki:
1" Prosta AB jest nierównolegla do plaszczyzny7T i przecina n w
punkcie C. Punkt C lezy poza odcinkiemAB, a wiec na
zewnatrz sfery S. Zatem jesliM' = C, to M rt z. Zalózmy wiec
w dalszym ciagu, zeM' '" C. Wezmy pod uwage okragK
otrzymany w przekroju sfery S plaszczyznaCMM'.
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Poprowadzmy z punktu C pólprostaCD~ styczna doK, po tej
samej stronie prostejCM, co punkt M'; niech D bedzie
punktem stycznosci. Zachodzj wzór:CD2 = CA ·CB. Katy CDM
i CM' M sa proste, zatem punktyD i M' leza na pólokregu o
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dla kazdej pary liczb naturalnychx, y wzglednie pierwszych.

Zadanie 122 przyslal pan Slawomir Solecki z Ostrowa
Wielkopolskiego.

srednicy CM. Stad wynikaja równowaznosci: M E Z = M' E S=
=M'EK=M'= D=CM' = CD=CM' = yCA' CB==punkt M nalezy do powierzchni bocznej walca o osi
prostopadlej don, przechodzacej przez C, o promieniuVCA . CB.
Poniewaz uwage ograniczylismy do punktów plaszczyznya,
wiec Z jest w tym przypadku czescia wspólna tej plaszczyzny
i wzmiankowanej powierzchni walca. Os walca nie jest
równolegla doa, wobec czego zbiórZ jest elipsa.r Prosta AB jest równolegla don. Plaszczyzny n i a sa
prostopadle. Oznaczmy srodek odcinkaAB przez E, a dlugosc
tego odcinka przez 2d. Teraz maja miejsce równowaznosci:
MEZ=M'ES=MM'= MA=(MM')2 = MP+d2.
Oczywiscie MM' jest odlegloscia punktuM od plaszczyznyn,
czyli odlegloscia M od prostej A bedacej krawedzia przeciecia
plaszczyzn n i a. Zatem w tym przypadku Z jest zbiorem tych
punktów plaszczyznya, których kwadraty odleglosci od
ustalonego punktu i ustalonej prostej (punktuE i prostej A)
róznia sie o wielkosc stala (od2). Taki zas zbiór jest parabola,
co mozna latwo wykazac metoda geometrii analitycznej:
przyjmujac (na plaszczyzniea) prosta ). za osOx. i prowadzac
os Oy przez punkt E, tak, zeE = (O, b), widzimy, ze zbiór Z
jest opisany równaniemy2 = x2+ (y_b)2+d2, czyli równaniem
2by = x2+ b2+ d2; jest wiec istotnie parabola.

114. Pokazemy, ze dla kazdegok jest ak;:' kXk- (k-l)Xk_l;
sumujac pok od n+ 1 do n + m otrzymamy stad teze zadania.
Poniewaz xZ = xZ=Jat, wiec nierównosc, która mamy udowodnic,
przybiera postacXZXk~kt-t) ;:. kXk- (k -l)Xk-" a po
podzieleniu stronami przezXk-I - postac tk ;:. kt- (k-l),
gdzie przez t oznaczylismy 'stosunekXk/Xk- l. Nalezy wiec
wykazac, ze nieujemnejest wyrazeniew = tk-kt+k-l =
= tk-(k-l)t-t+k-l = (tk-t)~(t-l)(k-l) = (t-l)(tk-I+
+t"-2+ ... +t)-(k-l)). Oba czynniki otrzymanego iloczynu
sa liczbami tego samego znaku (dodatnie dlat > l, ujemne dla
t < 1, zero dla t = 1). Stad w;:' O.
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19. Zamkniety metalowy lancuszek, polaczony lekka niciaz
pionowa wirujaca osia, wiruje z predkoscia katowaw
przyjmujac ksztalt kolowy jak na rysunku]. Nic tworzy przy
tym kat IX. z pionem. Znalezc odleglosc miedzy srodkiem
ciezkosci lancuszka a osia obrotu.

20. W maszynie cieplnej przedstawionej schematycznie na
rysunku 2 zachodzi proces kolowy skladajacy sie z dwóch
przemian izotermicznych i dwóch przemian izochorycznych
(rys. 3). Dwie czesci tej maszyny (oznaczone przezA i B)
utrzymywane sa w stalych temperaturach - odpowiednioTA i Ts
(TA > T s). Pomiedzy nimi znajduje 'sie czesc posredniaR,
przez która moze przeplywac z cylindrac A do cylindra Cs lub
odwrotnie stosowany jako cialo robocze gaz doskonaly. Opisac
funkcje, jaka-spelnia w maszynie czescR i podac, jakie powinna
miec ona cechy (jak moze byc zbudowana), aby funkcja ta byla
spelniana w sposób mozliwie optymalny, tj. zapewniajacy
sprawnosc maszyny zblizona do teoretycznej. Opisac ruchy
tloków tA i ts i ich wzajemna korelacje konieczna do
zapewnienia tJzialania maszyny zgodnego z podanym cyklem
(a) podczas pracy maszyny jako silnika cieplnego oraz
(b) podczas pracy maszyny jako pompy cieplnej.

Rys. 2
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Rozwiazania zadan znumeru 8/1985

Przypomi nam)' tresc zadan.
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11. Sposród mozliwych metod naj prostsza wydaje sie metoda
statyczna, która polega na pomiarze silyF utrzymujacej w stanie
równowagi gablotke podparta na jednej krawedzi i wychylona

- o kat B wzgledem pionu (rys. 4). Oznaczajac przezM i m
odpowiednio mase gablotki oraz zawieszonego w niej
przedmiotu, a ponadto przeza i h boki gablotki, jak na rysunku,
i przez g przyspieszenie ziemskie - wyprowadzamy z prostej
analizy momentów sil (przy zalozeniu, ze srodek ciezkosci
gablotki pokrywa sie z jej srodkiem geometrycznym i ze .
przedmiot nie styka sie z jej sciankami) wzór na te sile

11. W srodku prostopadlosciennej gablotki znajduje sie przedmiot z cennego

kruszcu, zawieszony na lekkiej, wiotkiej sprezynie, która jest zaczepiona do
górnej scianki. Zaproponowac metod)' doswiadczalne wyznaczenia masy tego
przedmiotu. które by wykluczaly jego zetkniecie sie ze sciankami gablotki.

Wszystkie scianki sa wykonane z takiej samej przezroczystej plyty, gestosc
kruszcu nie jest znana.
12. Przyjmujac, ze potencjal górnej warstwy atmosfery. na wysokosci 50 km,

wynosi wzgledem powierzchni Ziemi +400 kV, a pionowy gradient potencjalu

przy powierzchni Ziemi ma srednia wartosc 100 VIm, obliczyc przyblizone
wartosci calkowitego ladunku elektrycznego kuli ziemskiej oraz calkowitego

ladunku zawartego w atmosferze Liemskiei. podac znaki tych ladunków.

Promien Ziemi wynosi 6400 km.
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12. Traktujemy Ziemie jako kule o promieniuR. Ladunek
Ziemi obliczony na podstawie prawa Gaussa wynosi

IQ.I= c047'1.R2EO ;::; 5 'IOsC;

Eo jest tu (srednim) natezeniem pola elektrycznego przy
powierzchni Ziemi, równym pionowemu gradientowi potencjalu,
to = 8,85' JO-1ZC2N-1m-2 oznacza przenikalnosc elektryczna
prózni. Poniewaz potencjal elektryczny nad powierzchnia
Ziemi rosnie, znak ladunku Ziemi jest ujemny.
W celu wyznaczenia ladunku zawartego w atmosferze ziemskiej
zauwazmy,ze potencjal na wysokoscih' nad powierzchnia Ziemi-
przy zalozeniu, ze pole elektryczne ma kierunek pionowy,
a jego wartosc na wysokoscih jest E(h) - wynosi

h'

V = ~ E(h)dh.
o

Rys.5

O

czemu graficznie odpowiada pole pod wykresem funkcjiE(h)
(rys. 5). Gdyby atmosfera byla pozbawiona ladunku, strumien
pola elektrycznego przez powierzchnie sferyczne o promieniu
R+h, wspólsrodkowe z kula ziemska, bylby staly. Dlah ~ R
zachodziloby wiecE(h) = Eo i w konsekwencji byloby
V = Eoh' = 5 . 106V (rys. 5a). Poniewaz podana w zadaniu
wartosc potencjalu V jest k = ]2,5 razy mniejsza, pole pod
krzywa E(h) musi byc tezk razy mniejsze. Wymaga to
przyjecia, ze w atmosferze istnieje ladunek dodatni. Przy
dodatkowym zalozeniu, ze na zadnej wysokoscih nie ma
ladunku ujemnego, funkcjaE(h) jest monotoniczna, co prowadzi
do wniosku O < E(h') < Eo/k (rys. 5b, c). Oznaczajac ladunek
atmosfery przezQ. otrzymujemy zatem z prawa Gaussa

k-]
O < IQ.+Q.I < IQ.I/k, a stad --IQ.I < Q. < IQ.I.

k

Stwierdzamy wiec, ze dodatni ladunek zawarty w atmosferze
jest w przyblizeniu równy ujemnemu ladunkowi Ziemi.
Uwaga: przy wyprowadzeniu wzoru (*) przyjeto, ze punkt
zaczepienia sprezyny znajduje sie na srodku górnej scianki,
ewentualne odstepstwo od tego polozenia - wobec mozliwosci
zmierzenia odleglosci - daje sie latwo uwzglednic.

I h (M )
F = -(M+m)g- - - +m g tgB.

2 a 2

Rys.4

(*)

Zaleznosc ta ma charakter liniowy:F = A - B tgB .. Na
podstawie okreslonych doswiadc2alnie wspólczynników -A i B

wyznaczamym = ~ (: B-A).
W metodzie dynamicznej na gablotke zawieszona na lince o
dlugosci L ~ h dziala sie pozioma silaF. Dla odpowiednio
malego wychyleniax z polozenia poczatkowego,-spelniajacego

x F
warunek - ~ --, uzyskane przez gablotke przyspieszenie jestL mg

F
równe a = -. Znajac M +m (z wazenia), mozemy wiecM
wyznaczycm.
Istnieja tez metody wykorzystujace drgania przedmiotu na
sprezynie lub tez wymuszone drgania gablotki (o innej
czestotliwosci) ze spoczywajacym wewnatrz przedmiotem.
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