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Rozwigzania zadan z numeru 8/1985
Przypominamy tresc zadan:

113. W przestrzemi dana jest plaszczyzna v oraz dwa punkty A 1 B lezace poza
t3 plaszczyzng, po iej samej jej stronie. Niech Z bedzie zbiorem tych punktow
M, dia ktdrych istnieje sfera o srodku M, przechodzaca przez 4 | B, styczna
do z. Udowodnié, e Z jest elipsg lub parabala. .

114. Dany jest ciag liczb a, > 0. Niech x; = {a,a; ... au)''?. Dowies, 2¢
Gps1t o Fapim = (A4 M)Xg; g — Xy dla dowolnych liczb naturainych n, m.

113. Zauwazmy, ze Srodek kazdej sfery przechodzacej przez

punkty A i B musi naleze¢ do plaszczyzny symetralnej odcinka AB.

Oznaczmy te plaszczyzng przez o. Dalsze rozwazania ograniczymy
do punktéw M € o. Niech M bedzie dowolnym punktem
plaszczyzny o, a M’ jego rzutem na plaszezyzng m i niech S
bedzie sfera o Srodku M, przechodzgca przez 4 i B. Punkt M
nalezy do zbioru Z wtedy i tylko wtedy, gdy" M’ nalezy do S.
Rozroznimy dwa przypadki:

1° Prosta A8 jest nierownolegta do plaszczyzny 7 i przecina = w
punkcie C. Punkt C lezy poza odcinkiem 4B, a wigc na
zewnatrz sfery §. Zatem jesli M’ = C, to M ¢ Z. Zaloimy wiec
w dalszym ciggu, ze M’ # C. Wezmy pod uwage okrag K
otrzymany w przekroju sfery S plaszezyzng CMM'.

"“-‘...___._.//

Poprowadzmy z punktu C polprosta CD™ styczng do K, po tej
samej stronie prostej CM, co punkt M’; niech D bedzie

punktem stycznosci. Zachodzi wzor: CD* = CA -CB. Katy CDM
i CM’M sg proste, zatem punkty D i M’ leza na polokregu o

121. W przestrzeni dany jest trojkat ABC. Gdzie nalezy umiesci¢
wierzcholek D czworoscianu ABCD, by czworoscian ten mial
zadang objetos¢ Vi minimalne pole powierzchni?

122. Znalezé wszystkie funkcje f: N — R majace skonczong
granice lim f(x) oraz spelniajace warunek f(xy) = f(x)+/(»)

X000

dla kazdej pary liczb naturalnych x, y wzglednie pierwszych.

Zadanie 122 przystal pan Stawomir Solecki z Ostrowa
Wielkopolskiego.

srednicy CM. Stad wynikaja rownowaznosci: MeZ < M'e S<
>MeKaeM =D=CM =CD<=CM =)YCA-CB<
<> punkt M nalezy do powierzchni bocznej walca o osi
prostopadlej do =, przechodzacej przez C, o promieniu J CA - CB.
Poniewaz uwage ograniczyliSmy do punktow plaszczyzny o,
wiec Z jest w tym przypadku czgscia wspolng tej plaszczyzny

i wzmiankowanej powierzchni walca. O$ walca nie jest
rownolegla do o, wobec czego zbior Z jest elipsa.

2° Prosta AB jest rownolegla do 7. Plaszczyzny m i o sa
prostopadle. Oznaczmy $rodek odcinka A8 przez E, a dlugosc
tego odcinka przez 24. Teraz maja miejsce rownowaznosci:
MeZos>MeS<s MM = MA< (MM)? = ME*+d*.
Oczywiscie MM’ jest odlegloscia punktu M od plaszczyzny =,
czyli odlegtoscia M od prostej A bedacej krawedzia przecigeia
plaszczyzn i 6. Zatem w tym przypadku Z jest zbiorem tych
punktow plaszczyzny o, ktorych kwadraty odleglosci od
ustalonego punktu i ustalonej prostej (punktu E i prostej 4)
roznig sie o wielko$é stata (o ¢?). Taki za$ zbior jest parabola,
co mozna latwo wykaza¢ metoda geometrii analitycznej:
przyjmujac (na plaszczyznie o) prostg 4 za o§ Ox i prowadzac
os Oy przez punkt E, tak, ze E = (0, b), widzimy, ze zbior Z
jest opisany rownaniem y? = x*+ (y—b)*+d?, czyli rownaniem
2by = x*+h?+d?; jest wige istotnie parabola.

114, Pokazemy, ze dla kazdego k jest ay = kxi—(k—1xe_y;
sumujac po k od n+ 1 do n+ m otrzymamy stad tez¢ zadania.
Poniewaz xf = xf 1ax, wiec nierownosé, ktora mamy udowodnié,
przybiera postaé xixi =1 = kxy— (k— Dxe—1, 2 po

podzieleniu stronami przez xx—; — postac t* = ki— (k—1),

gdzie przez ¢ oznaczylismy stosunek xg/x,_ i Nalezy wigc
wykaza¢, Zze nieujemne jest wyraze.mc w=t"r—ki+k—1 =

=t —(k=1—t+k—1= (" =)= (=D k—1D = = 1(*'+
+1¥=24 ... +1)—(k—1)). Oba czynniki otrzymanego iloczynu
s3 liczbami tego samego znaku (dodatnie dla ¢ > 1, ujemne dla
t< 1,zerodlar=1). Stad w= 0.
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Zadania z fizyki nr 19, 20

miol Z cennégo
czepiona do
VYZNACZEni masy lego

nkami gablotki,

11. Sposrod mozliwych metod najprostsza wydaje si¢ metoda
statyczna, ktora polega na pomiarze sily F utrzymujgcej w stanie
rownowagi gablotk¢ podparta na jednej krawedzi i wychylong

o kat @ wzgledem pionu (rys. 4). Oznaczajac przez M i m
odpowiednio mas¢ gablotki oraz zawieszonego w niej
przedmiotu, a ponadto przez a i & boki gablotki, jak na rysunku,
i przez g przyspieszenie ziemskie — wyprowadzamy z prostej
analizy momentow sil (przy zalozeniu, ze $rodek cigzkosci
gablotki pokrywa si¢ z jej srodkiem geometrycznym i ze
przedmiot nie styka si¢ z jej sciankami) wzor na te sile
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Zaleznos¢ ta ma charakter liniowy: F = A— B 1g@. Na
podstawie okre§lonych doswiadczalnie wspolczynnikow 4 i B

2fa
wyznaczamy m = —(7 B—A).

£
W metodzie dynamicznej na gablotke zawieszong na lince o
dhugosci L > h dziala si¢ pozioma sila F. Dla odpowiednio
malego wychylenia x z polozenia poczatkowego, spelniajacego

x j .3
warunek = < ——, uzyskane przez gablotke przyspieszenie jest
mg

F
rowne a = R Znajac M+ m (z wazenia), mozemy wigc

wyznaczy¢ m.

Istnieja tez metody wykorzystujace drgania przedmiotu na
sprezynie lub tez wymuszone drgania gablotki (o innej
czgstotliwosci) ze spoczywajacym wewnatrz przedmiotem.
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Redaguje dr Andrzej NADOLN

19. Zamkniety metalowy lancuszek, polaczony lekka nicig z
pionowa wirujaca osia, wiruje z predkoscia katowa o
przyjmujac ksztalt kolowy jak na rysunku 1. Nié tworzy przy
tym kat = z pionem, Znalez¢ odleglo$¢ miedzy srodkiem
ciezkosci lancuszka a osig obrotu.

20. W maszynie cieplnej przedstawionej schematycznie na
rysunku 2 zachodzi proces kolowy skladajacy sie z dwoch
przemian izotermicznych i dwoch przemian izochorycznych

(rys. 3). Dwie czgsci tej maszyny (oznaczone przez 4 i B)
utrzymywane sg w stalych temperaturach — odpowiednio T, i T
(T4 > Tpg). Pomigdzy nimi znajduje si¢ cze$¢ posrednia R,

przez ktora moze przeplywac z cylindra ¢, do cylindra ¢ lub
odwrotnie stosowany jako cialo robocze gaz doskonaly. Opisac
funkcje, jaka spelnia w maszynie cze$¢ R i podad, jakie powinna
miec ona cechy (jak moze by¢ zbudowana), aby funkcja ta byla
spelniana w sposob mozliwie optymalny, tj. zapewniajacy
sprawnos¢ maszyny zblizong do teoretycznej. Opisac ruchy
tlokow 1,4 i tg i ich wzajemna korelacje konieczng do
zapewnienia Hzialania maszyny zgodnego z podanym cyklem

(a) podczas pracy maszyny jako silnika cieplnego oraz

{b) podczas pracy maszyny jako pompy cieplnej.

12. Traktujemy Ziemig jako kul¢ o promieniu R. Ladunek
Ziemi obliczony na podstawie prawa Gaussa wynosi

|Q:| = edtR2E, = 5 -10°C;

E, jest tu (Srednim) natgzeniem pola elektrycznego przy
powierzchni Ziemi, rownym pionowemu gradientowi potencjatu,

& = 8,85+ 107'2C>*N~'m~? oznacza przenikalnos¢ elektryczna
prozni. Poniewaz potencjal elekiryczny nad powierzchnia

Ziemi rosnie, znak ladunku Ziemi jest ujemny.

W celu wyznaczenia ladunku zawartego w atmosferze ziemskiej
zauwazmy, ze potencjal na wysokosci 4’ nad powierzchnia Ziemi —
przy zalozeniu, ze pole elektryczne ma kierunek pionowy,

a jego warto$¢ na wysokosci A jest E(h) — wynosi
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czemu graficznie odpowiada pole pod wykresem funkcji E(h)
(rys. 5). Gdyby atmosfera byla pozbawiona fadunku, strumien
pola elektrycznego przez powierzchnie sferyczne o promieniu
R+ h, wspol§rodkowe z kulg ziemska, bylby staly. Dla h < R
zachodziloby wiec E(h) = E, i w konsekwencji byloby

V = Egh’ = 5- 10°F (rys. 5a). Poniewaz podana w zadaniu
wartos¢ potencjatu V jest k = 12,5 razy mnigjsza, pole pod
krzywa E(h) musi by¢ tez k razy mniejsze. Wymaga to
przyjecia, ze w atmosferze istnieje tadunek dodatni. Przy
dodatkowym zalozeniu, Ze na zadnej wysokosci /i nic ma
fadunku ujemnego, funkcja E(h) jest monotoniczna, co prowadzi
do wniosku 0 < E(h') < Eg/k (rys. 5b, c¢). Oznaczajac ladunek
atmosfery przez Q, otrzymujemy zatem z prawa Gaussa

k—1
0 < |Q:+Qul < |0:l/k, a stad T|Q=I < 0, < |Q:l.

Stwierdzamy wigc, ze dodatni ladunek zawarty w atmosferze
jest w przyblizeniu rowny ujemnemu ladunkowi Ziemi.
Uwaga: przy wyprowadzeniu wzoru (*) przyieto, ze punklt
zaczepienia sprezyny znajduje sig na $rodku gornej Scianki,
ewentualne odstepstwo od tego polozenia — wobec mozliwosci
zmierzenia odleglosci — daje sig latwo uwzglednic.



