Najprostszy najszybszy

W niektérych zadaniach rozpoznawania mowy i rozpoznawania
obrazéw wystepuje nastepujgcy problem:

Dany jest ciag liczb rzeczywistych x,, ..., x.. Szukamy takiego
k
podciagu xj, Xjp1, ---3 Xe_1s Xks aby. suma 2 x; byla jak
i=j
najwicksza. Podcigg taki bedziemy dalej nazywac najlepszym.
Potrzebny jest algorytm obliczania sumy najlepszego ciggu.

Przypuscmy, ze cigg wyglada nastgpujaco:
ol =2 3 45 6

op i =F 1.2 3 3 -

Najlepszym podciagiem jest podciag 3 2 (j = 4, k = 5), jego sumg

jest 5.

Jesli wszystkie wyrazy ciagu s ujemne, to za najlepszy uznamy
podciag pusty (j = 0, &k = 0), o sumie zerowej.

Na pierwszy rzut oka wydaje sig, ze najprosciej byloby obliczy¢
sumy wszystkich mozliwych podciggdéw i wybrac¢ najwigksza
z nich:

Najwigksza Suma: = 0
dla j od 1 do n wykonaj
dla k od j do n wykonaj
Suma: = 0
dla i od j do k wykonaj
Suma ; = Suma+x,;
jesli Suma > Najwigksza Suma
to Najwieksza Suma: = Suma

Obliczmy, ile dodawan wykona ten algorytm. Dla pary (j, k)
trzeba ich wykonaé k—j+ 1, a wigc liczba wszystkich dodawan
wyraza si¢ przez
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a zatem liczba operacji jest rzedu n®.

Zastanbéwmy sig, jak mozna poprawic ten algorytm. Zwr6¢my
uwage, ze petla oznaczona gwiazdka oblicza kolejno sumy
Sni=2x

Sp141 = X5+ X0

Spa=Xt Xt .. e

spelniajace zaleznos$¢ Sj, ;.1 = S, 1+ x141. Mozna wigc zapisaé:
te petle nastgpujaco

Suma: =0
dla k od j do n wykonaj
[Suma: = Suma+ x;

jesli Suma > Najwigksza Suma
to Najwigksza Suma: = Suma

Po zastosowaniu tej modyfikacji algorytm wykonuje
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czyli rzgdu n? dodawan.

Jeszcze lepszy algorytm mozna otrzymac stosujac metode
»dziel i rzadz™. Przypusémy, Ze interesuje nas na razie podciag
Xay Xag1, -y Xp. Podzielmy go na dwie w miare rOwne czesci
Xay Xay1y --3 Xe OTAZ Xcy1, Xeya, ---y Xp. Mozliwe sg trzy rozne
polozenia najlepszego podciggu:

NDa<jsk<c
a<jsc<k<b
Ne<jsk<h

Mozna wigc znalezé maksymalne sumy dla ciggéw nalezacych do
tych trzech grup, a nastepnie wybrac najwieksza z nich.

Najlepszy cigg nalezacy do grupy drugiej mozemy znalezé
stosujac petle analogiczna do petli *, kosztem b—a+ 1 sumowan.
Najlepsze ciagi z grupy pierwszej i trzeciej znajdziemy stosujac
ten sam algorytm do podciggow X, ..., Xc OraZ Xey 1, ...y Xp-

Jesli oznaczy¢ koszt znalezienia najlepszego ciggu wérod n
elementow przez T, to zachodzi rownosé

To=n+2-Tup

majaca rozwiazanie T, = nlog,n. Pelny zapis algorytmu
pozostawiamy Czytelnikowi.

Okazuje si¢ jednak, ze istnieje algorytm jeszcze lepszy i — co
dziwne — jeszcze prostszy. Korzysta on z faktu, ze najlepszy
ciag musi si¢ zaczynac i konczy¢ liczba dodatnig (w przeciwnym
razie usunigcie skrajnego elementu zwiekszyloby sume ciggu).
Skoro tak, to zacznijmy analize od pierwszego dodatniego
elementu, x,. Rozwazmy najdluzszy podciag X, Xai1, ..., Xy taki,

[

ze dla kazdego c{a< c < b) Z x; > 0, Zastanéwmy sig, jak

i=a
ma si¢ ten podciag do najlepszego ciagu xj, ..., x;. Otz albo
a=j< k< b,albob < j< k < n. Gdyby bowiema < j < b,
to dolaczenie elementow x,, ..., X;_ polepszyloby ow ciag.
Z drugiej strony, gdyby a = j < b < k, to opuszczenie
elementow xg, ..., X34 (0 sumie nie wigkszej od zera) co
najmniej nie pogorszy ciagu.

Poszukajmy wigc sum najlepszych ciagow, dla ktorych

a=j <k<borazbh < j< k <niporownajmy je. W
pierwszym przypadku wymaga to b—a+ 1 dodawan, natomiast
w drugim — powtdrzenia opisanego rozumowania dla reszty
wyijsciowego ciggu, poczynajac od elementu b+ 1. Pelny algorytm
wyglada nastepujaco

Najwigksza Suma: = 0
Suma CzeSciowa: = 0
dla i od 1 do n wykonaj
Suma Czesciowa: = Suma CzeSciowa+ x,
jesli Suma Czesciowa < 0 to Suma Czeéciowa: = 0
jesli Suma Czesciowa > Najwigksza Suma
to Najwigksza Suma : = Suma Czesciowa

Algorytm ten wykonuje dokladnie n dodawan!



Oszacowano czas pracy czterech podanych algorytmow na n CRAY-1 TRS-80
komputerze VAX 11/750 dla réznych dlugosci ciagu: 10 0,003 ms 200 ms
1000 30s 20s
n Algorytm n®  Algorytm n*  Algorytmnlogn Algorytmn 2500 50s 50s
10 345 130 ms 30 ms 3,3 ms 10 000 49 minut 3,2 minuty
10* 39 dni 22 minuty 6,1 s 0,33 s 1 000 000 95 lat 5,4 godziny
106 108 tys.lat 5 miesigcy 15 minut 33s

(ms = milisekunda = 1/1000 s).

Jeszeze wymowniejsze jest poréwnanie czasu pracy algorytmu
pierwszego, zaprogramowanego na superkomputerze CRAY-1,
i algorytmu czwartego, zaprogramowanego na mikrokomputerze

TRS-80 (Meritum 1).

-

Rozwigzanie zadania M 416. Wirdd 107+ 1
kolejnych poteg tréjkiz 3, 33, 33, ., 3107 +1
istnicjy dwie 3%, 3™ (m > k) dajace t¢ sama
resztg przy dzieleniu przez 107, Liczba
I™_ 3k = K3~k — 1) dzieli sig przez 107,

a poniewaz 3* i 10" s3 wzglednie plerwsze,
to 3m-%X— 1 dzieli sig przez 107, czyli 3m-% =
= [- 107+ | dla pewnego naturalnego /.
Ostatnic n cyfr 3™-* to n— 1 zer i jedynka.
W rozwinigciu dziesigtnym 0,392781243729...
wystepuja wige dowolnie dlugie ciagi zlokone
z samych zer, nie moze wiec wyslapié okres,
czyli omawiana liczba jest niewymierna

Si

v

1y 1000

Ay = {10, 032 0,8 > 1000}
A= {1y, 12): 1y, 122 0, 13 > 1000)
S = {(11,12): 0 < 1y < 13, 1, < 1000}
DSy = (1. 12): 05 1y < 1y, 13 = 1000)

Na zakonczenie dodajmy, ze nie jest znany tani algorytm dla
analogicznego problemu dwuwymiarowego (znalezienie
najlepszego prostokata w tablicy n x n). Prymitywny algorytm
ma zlozonosé rzedu n®, a wiec zupelnie nie do zaakceptowania.
A moze komus z Was coé przyjdzie do glowy?

J.D.

Czytelnicy proponuja

Nasz Czytelnik, pan Tadeusz Foszcz z [lmenau w NRD, przyslal list z nastgpujacym zadaniem:

Zarowki Z, i Z, polaczono szeregowo i wlaczono do Zrodla pradu. Obie zarowki pracuja
pod napieciem znamionowym. Jakie jest prawdopodobienistwo awarii ukladu przed uplywem
tysiaca godzin pracy? Znane s p, i p, — prawdopodobiefistwo, ze pierwsza (odpowiednio
druga) zaréwka spali si¢ przed uplywem tysigca godzin pracy.

Pan Foszcz przystal rowniez rozwiazanie z propozycja znalezienia w nim bledu:

Niech S, S, beda zdarzeniami polegajacymi na tym, ze Z,(odpowiednio Z;) spali si¢ przed
uplywem tysiaca godzin. Uklad wytrzymuje co najmniej tysiac godzin wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi zdarzenie S; N S; (S] oznacza zdarzenie przeciwne do Sy, tj. Z, wytrzymuje co
najmniej tysiac godzin). Mamy teraz

P((S{ N 53)) = P(S,U82) = P(S5,)+ P(52)— P(S:nS2).

Ale P(S; n S,) = 0, bo zawsze najpierw spali si¢ jedna z zaréwek — przez drugg przestanie
plynaé prad i nie bedzie miala okazji si¢ spali¢. W takim razie szukane prawdopodobienistwo
wynosi p; + p2 i moze by¢ wigksze od 1.

Panu Foszczowi rozgryzienie tego problemu zajglo wiele czasu i sprawilo, ze rachunek
prawdopodobienstwa nalezy do tych dzialéw matematyki, ktore najbardziej mu si¢ podobaja.
Nie podaje jednak wlasciwego rozwigzania — rozumiemy to jako wyzwanie dla Redakcji.
Oto nasza odpowiedz.

Blad polega na tym, ze S, jest zdarzeniem ,,pierwsza zaréwka spali sig nie poZniej niz druga
przed uplywem tysiaca godzin, zatem P(S,) jest zapewne rozne od p;. To samo odnosi sig
do zdarzenia S,. Mozna to latwo zobaczyé na rysunku. Rozpatrzmy, zamiast pierwotnego
ukladu, obwod ztozony z dwoch zarowek polaczonych réwnolegle. Zdarzenie ,,Z, spali sig w
chwili ¢, i Z, spalita si¢ w chwili 7, reprezentuje na rysunku punkt (,, #;). Zdarzenia — to
teraz ,,porzadne” podzbiory pierwszej ¢wiartki plaszczyzny, a prawdopodobienistwo — to
unormowana miara na tejze ¢wiartce. Widac teraz, ze '

P(S, v 8) =1-P(S51 nS;) =1=P(4; n 43).

Przypominamy, ze rozpatrujemy teraz zaréwki wiaczone rownolegle i gdy przepali sig jedna z
nich, doswiadczenie sie koniczy. Latwo uwierzy¢, ze 4, i A4, sa niezalezne. Zatem

P(A,) = P(4,) P(42) = (1—py) - (1=p2).
Stad szukane prawdopodobienstwo wynosi
1=(1=p) (1=p2) = pr+p2—p.P2.

Zauwazmy jeszcze, ze S, N S, # @. Niemniej jednak jest to zbior ,,chudy” — przekatna kwadratu.
Przy kazdym rozsadnym okresleniu prawdopodobiefistwa bedziemy mieli P(S, n §;) = 0.

R.S.



