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Omowimy pewne, uzyskane ostatnio, wyniki dotyczace rozwiazan réownania Fermata
(1) - x"4yt = 2"
w liczbach catkowitych x, y, z roznych od zera, gdzie n jest liczbg naturalna wieksza od 2.

Mozna zakladac, ze liczby x, y, z nie maja wspolnego dzielnika wigkszego od 1; mozna by
bowiem przez taki wspélny dzielnik te liczby podzieli¢ uzyskujac znéw rozwiazanie réwnania

(1). Mozna rowniez zaklada¢, ze zadne dwie z liczb x, y, z nie maja wspolnego dzielnika wiekszego
od 1. Bylby on bowiem réwniez dzielnikiem trzeciej liczby na mocy (1).

Juz Pierre Fermat (1608—1665) udowodnit, ze réwnanie (1) nie ma rozwiazan dla n = 4. Dowod
tego faktu jest catkiem elemzntarny; mozna go znalei¢ w kazdej niemal ksiazce z elementarnej
teorii liczb, np. W. Sierpinski, Wstep do teorii liczb, PZWS, Warszawa 1965.

Wobec tego wystarczy ograniczy¢ si¢ do badania rownania (1) w przypadku, gdy n = p jest
liczba pierwsza wigksza od 2.

Oznaczajac w = —z i przenoszac wszystkie skladniki na strone lewa otrzymujemy wiec rownanie
@) xP+yP+wt =0,

Ograniczymy si¢ w dalszym ciggu do rozwazania tylko takich rozwiazan réwnania (2) w liczbach
calkowitych x, y, w parami wzglednie pierwszych i roznych od zera, ze zadna z tych liczb nie
Jest podzielna przez p. Jest to tak zwany pierwszy przypadek rownania (2). Oczywiscie, do
zbadania wszystkich rozwigzan tego rownania nalezy rozpatrzyé jeszcze drugi przypadek, gdy
jedna z liczb x, y, w jest podzielna przez p. Tym drugim przypadkiem w niniejszym artykule
zajmowac si¢ nie bedziemy.

Na poczatku XIX wieku Sophie Germain (1776—1831) udowodnila, ze dla wielu pierwszych
p réwnanie (2) nie ma rozwigzan w pierwszym przypadku. Wykazala mianowicie, ze jezeli
réwniez q = 2p+1 jest liczbq pierwszq, to réwnanie (2) nie ma rozwiqzan w pierwszym przypadku,

Dowad jest prosty i elementarny, wigc go przytoczymy. Z koniecznoéci zostal on zredagowany
zwigile, wigc dokladne zrozumienie go bedzie wymagalo od Czytelnika pewnego
samodzielnego wysitku.

Udowodnimy najpierw kilka faktow pomocniczych.

9. Paradoks rozmiarow

Wzglednosé rownoczesnoéci ma takie wplyw na pomiar odleglosci.

Na przykiad dlugos¢ preta mierzy si¢ wyznaczajgc w tej samej

chwili wspélrzedne jego koficow. Poniewaz zdarzenia rownoczesne

w jednym uktadzie inercjalnym nie sa réwnoczesne w innym,

wynik pomiaru zalezy od ukladu odniesienia.

Niech pret o jednostkowej dlugosci spoczywa w ukladzie O,

a obserwator znajduje si¢ w ukladzie O° poruszajacym sie wzgledem Rvs-9a

O z predkosceia v. Na rysunku 9a przedstawione sg linie $wiata

koficow preta oraz fragment hiperboli jednostkowej. Dla 0

zdarzenia O i A4 sg rownoczesne i pomiar dlugosci daje wynik 1.

Dla 0 réwnoczesne sq zdarzenia O i B, a wiec dlugo$é preta

I’ jest mniejsza od 1 (OC jest jednostka dlugosci w ukladzie 0").
nis ,_ OB 04

Latwo mozna uzyskaé wynik ilociowy: I’ = 5 = op"

gdzie 04 = 1, a OD otrzymujemy z warunku przeciecia hiperboli

z 0sig Ox’. Stad I’ = /' 1— (v/c)2.

Taki sam wynik otrzymujemy w przypadku, gdy pret spoczywa

w ukladzie O’, a obserwator w O (rys. 9b).




-Rys.9d

Lemat 1. Jezeli p oraz ¢ = 2p+1 sg liczbami pierwszymi i liczba u nie jest podzielna przez g,
to liczba u” daje reszte 1 lub —1 z dzielenia przez q.

Dowéd. Skorzystamy z tzw. malego twierdzenia Fermata, ktore orzeka, ze jezeli liczba u nie
Jjest podzielna przez liczbe g, to liczba 4=~ 1 jest podzielna przez g. Dowod tego twierdzenia
mozna znalez¢ w podanej wyzej ksigzce. Mamy zatem 4

glut'=1=u?—1=W=1)- @+,
tzn. jedna z liczb u” — 1, u”+1 jest podzielna przez g. Wynika stad teza lematu.

Whiosek. Jezeli liczba a”+ b° + ¢” jest podzielna przez g, to jedna z liczb g, b, ¢ jest podzielna
przez q.

Dowod. Jezeli zadna z liczb a, b, ¢ nie jest podzielna przez g, to na mocy lematu 1 liczba
a®+b®+ € przy dzieleniu przez g daje resztg +1+1+1 (przy odpowiednim wyborze znakow
+ lub —). To znaczy, ta reszta jest rowna 1, —1, 3 lub—3. Jest to niemozliwe, poniewaz
liczba a” + b" + c” z zalozenia jest podzielna przez g bez reszty, a ¢ = 2p+1 > 3. Uzyskana
sprzecznos¢ dowodzi, ze wniosek jest prawdziwy. .

Oznaczmy T(x, y) = xP~1—xP=2p+xP=3)2 — | —xy?-24 -1,

Mamy tozsamosé

3) (x+1)- T(x, y) = x"+)"

Lemat 2. Jezeli d jest dzielnikiem liczby x+ y, to liczby T(x, y) oraz px"~! daja t¢ sama reszte
z dzielenia przez d.

Dowdd. Z zalozenia d|x+ y wynika, Ze liczby x oraz — y daja t¢ sama reszte z dzielenia przez
d. Zatem kazda z p liczb:

x’-l' Sl (*J"). x,-a c: (—J’)". vy Xt (_)’)'_z- (_y),_l

daje t¢ sama reszt¢ z dzielenia przez 4. Teza lematu wynika wiec ze wzoru okreslajacego
T(x, y). 5

Przystgpujemy teraz do dowodu twierdzenia Germain. Przypusémy, ze liczby calkowite rozne
od zera x, y, w sq parami wzglednie pierwsze i niepodzielne przez p ordz speiniaja réwnanie
(2). Z powyiszego wniosku wynika, Ze jedna z nich jest podzielna przez g. Niech np. glw.
Liczby x+y oraz T(x, y) sa wzglednie pierwsze, poniewaz na mocy lematu 2 kazdy ich wspélny
dzielnik d dzielitby tez liczbg px*="' i na mocy (3) i (2) dzielitby liczbe w®. Z zalozenia jednak
liczba w nie jest podzielna przez p, a liczby x i w sa wzglednie pierwsze. Zatem d = 1,

Na mocy (3) i (2) iloczyn liczb wzglednie pierwszych x+y oraz T(x, y) jest p—ta potega liczby
catkowitej réznej od zera. Kazda z tych liczb jest wigc p-ta potega liczby calkowitej.

W szczegblnosdci x+y = r”. Podobnie dowodzimy, ze x+w = s°, y+w = 1® dla pewnych liczb
catkowitych s i r.

Znany jest nastgpujacy paradoks. Wzdluz szeregu przeszk6d porusza si¢ z duza predkoscia pret
(rys. 9¢c). Dlugos¢ preta i odlegtosci migdzy przeszkodami mierzone we wlasnych ukladach
odniesienia sg takie same. Pret zaczyna zbliza¢ sie do przeszkod z niewielka predkoscia. Czy
moze je minac? W ukladzie zwiazanym z przeszkodami pret ulega skréceniu i minigcie
przeszkdd jest mozliwe. Inaczej jest w ukladzie zwigzanym z pretem. Teraz skroceniu ulega
odlegtos¢ miedzy przeszkodami i przejscie preta nie jest mozliwe.

Na rysunku 9d widoczny jest ,,przekroj’ czasoprzestrzeni, do ktérego naleza przeszkody.
Przedstawione na nim linie $wiata koncéw preta sa rzutami rzeczywistych linii §wiata w
tréjwymiarowej czasoprzestrzeni. W ukladzie O dlugos¢ preta OB jest mniejsza od odleglosci
migdzy przeszkodami. W ukladzie tym oba kofice preta dochodza réwnocze$nie do szeregu
przeszkod (zdarzenia O i B). W ukladzie O’ prawy koniec preta dochodzi do przeszkod
(zdarzenie D rownoczesne z D) wezesniej niz lewy (zdarzenie O°). Ciag przeszkod nie jest wiec
w tym ukladzie rownolegly do preta i mimo ze przeszkody rozmieszczone sq gedciej, pret moze je
ming¢. W ten sposdb paradoks zostal rozwiklany. Jego Zrodlem jest ,,wzgledno$é rownoleglosei”.
Dwa poruszajace si¢ wzgledem siebie odcinki moga byé rownolegle tylko w jednym ukladzie
odniesienia. Dlatego gdy mowimy o precie poruszajacym sig rownolegle do przeszkod, musimy
okresli¢, w ktorym ukladzie ma miejsce ta rownolegtos¢. My wybrali$my uklad zwiazany z
przeszkodami. Czytelnikom pozostawiamy przedyskutowanie przypadku, gdy pret jest
rownolegly do przeszkod w ukladzie odniesienia zwigzanym z pretem.
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Poniewaz g|w, wigc gix i gty. Stad g}s i g}t. Ze wzoru x+w = s* wynika wiec, ze liczby x i s®
daja t¢ samg reszte z dzielenia przez ¢, mianowicie resztg 1 lub — 1 na mocy lematu 1. Wobec
tego resztg z dzielenia liczby px"~! przez q jest liczba p- (+1)P~! = p. Mamy 2w = (x+w)+

+ @+ w)—(x+y) = s"+1"+(—r)". Poniewaz g|w, gls, git, wigc z wniosku otrzymujemy, ze glr,
a zatem glx+ y. Wobec tego ¢t T(x, y) bowiem liczby x+y i T(x, ) sa wzglgdnie pierwsze.

Poniewaz T'(x, y) jest p-ta potega, wiec z lematu 1 otrzymujemy, Ze reszta z dzielenia T(x, y)
przez q jest rowna 1 lub — 1. Z drugiej strony z lematu 2 wynika, ze liczba T(x, y) przy dzieleniu
przez g daje taka reszte, jak liczba px”=1, tzn. reszte p. Uzyskali$my sprzecznos¢, gdyz liczby

1, —1i p dajg rozne reszty z dzielenia przez ¢ = 2p+ 1.

Sprzecznoé¢ ta dowodzi, ze rownanie (2) nie ma rozwigzaf w pierwszym przypadku, jezeli
liczba ¢ = 2p+1 jest pierwsza.

Z udowodnionego twierdzenia wynika na przyklad! ze rOwnanie (2) nie ma rozwiazan w
pierwszym przypadku dla p = 3 (poniewaz liczba 2- 3+ 1 = 7 jest pierwsza) i podobnie dla
p=35 11,23 itd.

Sophie Germain udowodnita twierdzenie ogo6lniejsze:

Jezeli dla pewnej liczby naturalnej m liczba q = 2mp+1 jest pierwsza oraz

(*) wsrdd reszi, jakie dajq pr2y dzieleniu przez q liczby 17, 2, 3", ..., (q—1)* nie ma liczby p
ani nie ma dwdch liczb kolejnych,

to rownanie (2) nie ma rozwiqzan w pierwszym przypadku.

Zastosujemy to ogolniejsze twierdzenie do liczby p = 7. Biorac m = 2 stwierdzamy, ze liczba
g = 2mp-+1 = 29 jest pierwsza. Sprawdzimy warunek (*). Znajdujemy wiec reszty, jakie daja
liczby 17, 27, 37, ... 277, 287 przy dzieleniu przez 29, Po wykonaniu odpowiednich obliczefi
stwierdzamy, ze wirod tych reszt sa tylko liczby 1, 12, 17, i 28. Nie ma tu ani liczby 7, ani
dwoch liczb kolejnych. Zatem na mocy ogdlniejszego twierdzenia Germain rownanie (2) przy
P = T nie ma rozwiazan w pierwszym przypadku.

Twierdzenie Germain bylo uogélniane przez wielu autoréw na roézne sposoby. Zastepowano
warunek (*) innymi, zwykle do$¢ skomplikowanymi, warunkami na liczbe m, przy ktorych
spelnieniu réwnanie (2) nie ma rozwigzan w pierwszym przypadku.

Postugujac sig takimi warunkami sprawdzono, ze rownanie (2) nie ma rozwigzan w pierwszym
przypadku dla wielu miliardéw poczatkowych liczb pierwszych p. Nie umiano jednak udowodnié
tymi metodami (ani zadnymi innymi), ze dla nieskoriczenie wielu liczb pierwszych p réwnanie

(2) nie ma rozwigzan w pierwszym przypadku.

Dopiero ostatnio to udowodniono wykorzystujgc m.in. ideg Sophie Germain, by bada¢ liczby
pierwsze postaci 2mp+1.

Mianowicie L. M. Adleman i D. R Heath-Brown udowodnili, ze jezeli jest ,,dostatecznie duzo”
liczb pierwszych postaci 2mp+ 1, gdzie m i p spelniajg odpowiednie warunki, to wirod
rozwazanych tu liczb pierwszych p istnieja takie, dla ktorych réwnanie (2) nie ma rozwiazan

w pierwszym przypadku.

2
Mowiae dokladniej: Ustalamy (duzg) liczbe X oraz liczbe @ spelniajgca T < @ < 1irozwazamy

wszystkie takie liczby pierwsze p, ze X© < p < X. Jezeli liczb pierwszych g mniejszych od X,
X

postaci g = 2mp+1, gdzie 3{m, jest dostatecznie duzo, tzn. wiecej niz C TX-. gdzie C jest
0

pewng stalq dodatnia niezalezng od X i @, to wérdd rozwazanych tu liczb pierwszych p sa i takie,
ze rOwnanie (2) nie ma rozwigzan w pierwszym przypadku.

Tak wigc problem zostal sprowadzony do zbadania, czy jest dostatecznie duzo liczb pierwszych
g spelniajacych powyzsze warunki.

Oto6z Etienne Fouvry w pracy opublikowanej w 1985 roku w czasopi$mie Inventiones
Mathematicae stosujac m.in. metodg sita oraz przeprowadzajac dlugie i skomplikowane rachunki
udowodnit, ze przy @ = 0,6687 liczba liczb pierwszych ¢ opisanych wyzej jest wigksza niz

X
Cﬁ , gdzie C jest pewng stalg dodatnia niezalezng od X.
og o

2
Poniewaz & = 0,6687 > -5-», wigc na mocy sformutowanego wyzej wyniku Adlemana i Heath-

Browna otrzymujemy, ze dla kazdej dostatecznie duzej liczby X istnieje liczba pierwsza p wigksza
od X®, dla ktorej réwnanie (2) nie ma rozwiazaf w pierwszym przypadku. Liczb pierwszych
P o tej whasnosci jest wigc nieskonczenie wiele,
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