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W listopadzie 1980 roku w dziale zadaniowym "Rozkosze Lamania Glowy",
ukazujacym sie raz w tygodniu w "Zyciu Warszawy" znalazlo sie takie oto
zadanie:

Pierwszego listopada br. wieczorem pewien slimak post~mowil wspiac sie na
szczyt liczacego 12 cm wysokosci pedu bambusowego, Slimak w ciagu nocy
wspial sie o 3 cm i zasnal. W ciagu dnia zaczal rosnac bambus i urósl o 12 cm.
Jezeli kazdej nastepnej nocy slimak bedzie sie wspinal o dalsze 3 cm i kaMego
nastepnego dnia bambus bedzie rósl o 12 cm, to którego dnia slimak bedzie sie juz
znajdowal na wierzcholku bambusa?
Bambus ros,nie równomiernie, zarówno pod, jak i nad slimakiem,

Zdecydowana wiekszosc osób zapytanych o to, czy slimak w ogóle dotrze do
wierzcholka bambusa, odpowiadala prawie bez namyslu, ze nie. Czy rzeczywiscie?
Tresc zadania sugeruje, ze nasz nieugiety slimak w koncu dotrze do wierzcholka
bambusa, a jednak intuicja mówi, ze nie dojdzie, To, ze tym razem intuicja
zawodzi, zwiazane jest z dosc dziwnym zachowaniem sie szeregu harmonicznego.
Zanim dokladniej to wyjasnimy, rozwiazemy zadanie z "Zycia Warszawy".

Czytelnik latwo sprawdzi, ze jesli przezXn oznaczymy wysokosc, 'na której
znajduje sie slimak po n-tej dobie wedrówki, to dlan = l, 2, ." zachodzi
nastepujaca zalclnosc

n+1
Xn+1 = --x.+3,n

a stad po przeksztalceniach otrzymujemy wzór na wyraz ogólny ciagu(xn)~= I

Xn = 3n(1 + 1/2+ 1/3+ ." + l/n),

-Aby rozwiazac nasze zadanie, wystarczy znalezc takien, by zachodzila nierównosc

3n(I+I/2+1/3+ ". +I/n)~ 12n,

czyli

1+ 1/2+ 1/3+ ". + l/n ~ 4

dla dowolnej liczby rzeczywistejr istnieje taka liczba naturalnan, ze I + 1/2+
+ J/n ~ r.

Innymi slowy, szereg l + 1/2 + 1/3+ ." (oznaczac go bedziemy przez ~ ~ )

(12n jest wysokoscia bambusa pon dniach). Najmniejszen spelniajace ostatnia
nierównosc jest równe 31, co daje nam odpowiedz: slimak wszedl na wierzcholek
bambusa w nocy z pierwszego na drugiego grudnia.

+ l /n ~ 4 wynika z nastepujacegoRozwiazalnosc nierównosci I + I/2 +
faktu (porównaj' Wlasnosc l):

00

jest rozbiezny~ SzeregL ~to wlasnie ów tytulowy szereg harmoniczny. Liczbe
,,=1

Sn = I + 1/2 + ... + l/n nazywamy n-ta suma czesciowa szeregu harmonicznego.
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Rozwiazanie zadaniaJl 182. Rozwazmy jon,
którego predkosc tworzy pewien kat z osia
rury (rysunek). Równolegla do osi skladowa
pola elektrostatycznego powoduje
przyspieszanie jonu w calym obszarze
przeciecia w tym samym kierunku. Skladowa
prostopadla skierowana jest w pierwszej
polowie przeciecia ku osi. a w drugiej
polowic - od osi. Poniewaz w pierwszej
polowie jon porusza si~ wolniej, czas

dzialania sily skierowanej do osi jest dluzszy,
..a wiec zmiana pedu jest wieksza niz w drugiej
polowie. Wynika stad, ze calkowita zmiana
pedu jonu przy przechodzeniu przeciecia
jest skierowana do osi. Podobne soczewki
stosuje sie w akceleratorach.

Wlasnosc 1 szeregu harmonicznego.
00

SzeregL~jest rozbiezny.I n .n=

Najprostszy (chyba) dowód tej wlasnosci jest taki:
00

zalózmy, ze szereg ten jest zbiezny, tzn.L -!t = h < 00; wówczas h = O + 1/2) +
n=1

.+ 0/3+1/4)+ 0/5+ 1/6)+ ...> 2 '1/2+2 '1/4+2 '1/6+ ...=h - sprzecznosc.

W przytoczonym powyzej dowodzie skorzystalismy z pewnej wlasnosci szeregów
zbieznych - jakiej?

Wyjasnimy teraz, dlaczegoWlasnosc 1 mozna uznac za dziwna, sprzeczna

z intuicja. Zauwazmy, ze wyraz ogólny szeregu harmonicznego, równy -~, jestn

zbiezny do zera, ponadto sumy czesciowe tego szeregu rosna bardzo wolno,
tak wolno, ze komus, kto oblicza kolejne sumy I, I + 1/2, I + 1/2 + 1/3, ... wydawac
sie moze, ze obliczone wartosci zblizaja sie do pewnej skonczonej liczby. Wyliczono.

-ze 1+1/2+ ... + l/n ~ 100 dopiero dlan> 1,5 ,1043.

Wlasnosc 2 szeregu harmonicznego.

Ciag On = l + 112 + ... + IIn -Inn jest zbiezny (dowód tej wlasnosci nie jest

trudny, mozna go znalezc np. w "Rachunku rózniczkowym i calkowym", t. II,
G. M. Fichtenholza), jego granice nazywa sie stala Eulera, oznacza sie ja przezy.

Wartosc stalej Eulera z dokladnoscia do 10-10 wynosi 0,5772156649. Dla
dostatecznie duzychn przyblizone wartosci Inn mozna obliczac za pomoca sum
czesciowych szeregu harmonicznego. Stala Euleray obliczono z dokladnoscia
do 10-208°°, nie wiadomo jednak do tej pory, czy jest to liczba wymierna.
Problem ten jest bardzo trudny.

Wlasnosc 3 szeregu harmonicznego.

Wlasnosc ta dotyczy szeregów, które powstaja w ten sposób, ze w szeregu
harmonicznym skresla sie nieskonczona liczbe skladników. NiechA bedzie
nieskonczonym podzbiorem liczb naturalnychN. Przez hA oznaczac bedziemy

szeregL -!t, np. jesli A = {2, 4, 6, 8, ... }, to hA = 1/2+ 1/4+ 1/6+ 1/8+
nEA

Podstawowym pytaniem jest, czy szeregh jest zbiezny. Odpowiedz zalezy
od zbioru A, a w kilku przypadkach jest zaskakujaca.

1° Ao = {n E N: w zapisie dziesietnym liczbyn nie wystepuje cyfraO}. W przypadku
tym szereg hAo jest zbiezny, a dowód wyglada tak:
suma tych skladników szereguhAo, których mianowniki sa jednocyfrowe, jest
mniejsza od 9, suma tych skladnikówhAo, których mianowniki sa dwucyfrowe,
jest mniejsza od 92/10, itd., zatem

hAo<9+92/1O+93/102+ ... = 90.

Nieznacznie modyfikujac dowód mozna pokazac, ze szereghAj jest zbiezny, gdy
Ai = {n E N: w zapisie dziesietnym liczbyn nie wystepuje cyfrai}, i = I, 2, 3, ... , 9.
Obliczono wartosci hAl z dosc duza dokladnoscia, tutaj podamy te wartosci z
dokladnoscia do 10-4:

hAo = 23,1034, hA, = 16,1769, hAl = 19,2573, hA, = 20,5698,

hA, = 21,3274, hA, = 21,8346, hA. = 22,2055, hA, = 22,4934,

hA. = 22,7263, hA. = 22,9206.

Nie wiadomo, czy wartosci hAo. hA" ... , hA. sa liczbami wym'iernymi,

2° Bi = {n E N: w zapisie dziesietnym liczbyn jest dokladnie i zer}.
Szereg hBo i szereg hAo okreslony w przypadku 1° sa identyczne. Mozna pokazac,
ze hBo > hB, > hBl ... , wynika stad, ze szeregihBM hB" hB" ... sa zbiezne.
Pokazemy na przyklad, zehBo > hB,:
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Ro ••• ia'.Die .ad.Di. F 183. Korzystajac z

prawa Gaussa mozna wykazac9 ze natezenie

pola elektrostatycznego miedzy okladkamI

kondensatora cylindrycznego jest równe

E = !:.., gdzie C - siala, a r - odleglosc
r

od osi.

Oznaczmy przezx odchylenie jonu od

podstawowego toru o promieniu TO Wówczas

sila dzialajaca na jon o ladunkuq

F=~.
'o+x

Rozwazmy ruch jonu w ukladzie odniesienia

wirujacym wokól osi kondensatora z

predkoscia katowa co równa predkosct

katowej jonu.
W tym nieinercjalnym ukladzie odniesienia

na jon dziala dodatkowo sila odsrodkowa

Fo == mw2{ro + x). gdzie m - masa jonu.

Korz}'stajac z zasady zachowania momentu

pedu m(ro + x)2w = mrlwo «(:)0 - poc~tkowa
predkosc katowa jonu) mozcmy te sil.

zapIsac w postaci

Fc=mw&~
(ro+ xl'

Poniewaz dla jonu kraz.acego po torze

podstawowym mwó'o = ~. sila
/'0

mw2r2
elektrostatyczna ma postacF = ~

TO+X

Wypadkowa sila dzialajaca na jon (zwrot
dodatni od os i kondensatora)

mw2r2
Fw = Fo - F == - --~ (2.xro + x2).

\70 + x)3

Dla x <( '0 otrzymujemy Fw = - 2mwox

Wynika stad. ze w kIerunku radialnym jony
drgaja ruchem harmonicznym o okresie

r = "V2/wo. Wiazka zogniskuje si. po czas.e

T{2 i zatoczy w tym czasie kat woTf2 = ,,/Vi

hB, = 0/10+ 1/20+ H' + 1/90+ 1/110+ 1/120+ ... )+

+ O /101 + 1/102+ 'H + 1/201+ 1/202+ H') + 0/1011 +

• + l /1012 + .H + l /20II+ l /2012 + .H) + .H <

(l/IO)hBo+(9/100)hBo+(81/1000)hB~+ ... = hBo'

3° SzeregL l/p jest rozbiezny, gdzieP jest zbiorem wszystkich liczb pierwszych.
pr:P

Fakt ten udowodnil Euler. Dowód, który teraz przedstawimy, podal w 1966 roku
Clarkson.

00

Niech P = {PI = 2, P2 = 3, H'}; zalózmy, ze szeregL l/Pn jest zbiezny. Istnieje
11=1

00 m

liczba naturalnak taka, zeL l /Pn < 1/2, zatem.L l /Pn < 1/2, gdziem;;: k.
n=k lI=k

Oznaczmy przezs liczbePI 'P2' H' • Pk-l' Niech r bedzie dowolna liczba naturalna,
mozna tak dobrac liczbem, aby wszystkie dzielniki pierwsze liczb l+s, l + 2s, ... ,
] + rs byly wieksze odPk _ I i nie wieksze odPm. Zauwazmy, ze kazdy skladnik sumy

r

L 1/(I+ns), ~tórego mianownik jest iloczynemj liczb pierwszych (niekoniecznie
,,=1

, m m 00

róznych), pojawia sie w iloczynie-(L I/PnV<2-·j, stad L l/O+ns) < L 2-j = l.
n=k ,,=k j=l

r

Otrzymalismy sprzecznosc, gdyz limL l/O +ns) = 00 (jak to pokazac?).
r-+CO n= J

4° Niech P' bedzie zbiorem takich liczb pierwszychP, ze liczbaP +2 jest tez
pierwsza (takie liczby pierwszeP, p+2 nazywamy liczbami blizniaczymi). W 1919
roku matematyk norweski Viggo Brun pokazal, ze szereghp, jest zbiezny. Jest
to dosc dziwny wynik, jesli dodamy, ze nie wiadomo, czy zbiór·P' jest
nieskonczony. Nieskonczonosc zbioruP' jest jedna z najbardziej znanych hipotez
teorii liczb.

5° A = {n E N: w zapisie dziesietnym liczbyn wystepuja tylko cyfry parzyste},
B = {n E N: sasiednie cyfry wystepujace w zapisie dziesietnym liczbyn sa rózne},
C = {n E N: n jest liczba pierwsza i w jej zapisie dziesietnym wystepuje przynajmniej
jedna cyfra zero} ..
SzeregihA, hB sa zbiezne, szereghe jest rozbiezny. Dowody pozostawiamy
Czytelnikowi jako cwiczenie.

Z wlasnoscia 3 szeregu harmonicznego wiaze sie znane, nie rozwiazane dotad,
zagadnienie tzw. kombinatorycznej teorii liczb. Jest to hipoteza znakomitego
matematyka wegierskiego Paula Erd6sa. Brzmi ona tak:

Jesli A c N oraz szereghA jest rozbiezny, to dla dowolnej liczby naturalnejk
istnieje w zbiorzeA k-elementowy ciag arytmetyczny.

Zagadnienie to jest bardzo trudne juz chocby w szczególnym przypadku dlaA = P,
bowiem najdluzszy znany ciag arytmetyczny zlozony z liczb pierwszych ma
18 elementów (ciag ten odkryl Pritchard). Aha, Erd6s oferuje osobie, która
udowodni jego hipoteze badz poda kontrprzyklad ja obalajacy, az 3000 dolarów.
·Niebagatelna sumka, zatem do roboty!

Wlasnosc 4 szeregu harmonicznego.
Sumy czescioweS2, S3, S4,.•. szeregu harmonicznego nie sa liczbami calkowitymi.
Wlasnosc ta powinna byc znana stalym CzytelnikomDelty, pojawila sie ona
jako zadanie nr l w konkursie zadaniowym "Klub 44" (patrz numer 9 z 1981
roku), rozwiazanie mozna znalezc w numerze l z 1982 roku. Mozna udowodnic
nastepujace uogólnienie wlasnosci 4: .
dla wszystkichk, n E N liczba ± l /k ± l /(k + 1)1 ... ± I /(k + n) nie jest calkowita.

Mysle, ze CzytelnicyDelty znaja inne ciekawe wlasnosci szeregu harmonicznego,
moze niektórzy z Was sami cos w tej dziedzinie odkryli. Napiszcie do nas.

Pytanie od redakcji: Czy slimak moze zejsc z wierzcholka bambusa?
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