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Powierzchnie Kiemanna powinni$my rysowa¢ w przestrzeni
czterowymiarowej, lecz tego nie potrafimy. Ich wlasnosci
geometryczne mozna jednak poznac rysujac w przestrzeni
trojwymiarowej wykresy odpowiednich wieloznacznych funkeji
rzeczywistych. W przypadku pierwiastka mozna rozpatrywac
funkcje z —+ Re )/ z+Imy/ z, gdzie ostatnia suma oznacza sume
wartosci czgsci rzeczywistej i urojonej pochodzacych od tej samej
galezi pierwiastka. Nalezy pamigta¢, ze otrzymana powierzchnia
ni¢ przecina si¢ ze soba, czego nie mozna bylo unikngé na
rysunku. Jednokrotne obiegnigcie wokol zera przenosi nas

z jednego poziomu na drugi.

Powierzchnie Riemanna
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Oproécz operacji jednoznacznych (funkcji) wystepuja w matematyce
operacje wieloznaczne, dajace dla ustalonej wartosci argumentu
nie jeden, lecz wiele wynikow. Najprostszym przykladem takiej
operacji jest pierwiastkowanie. Dla prostoty bedziemy rozpatrywac
pierwiastek kwadratowy. W przypadku liczb rzeczywistych wiemy,
ze dla kazdej liczby dodatniej a istnieja dwa jej pierwiastki
kwadratowe, czyli liczby rzeczywiste speiniajace rownanie

x*—a = 0; oznaczamy je —p’ a, ]/ a. Ten sam fakt ma miejsce,
gdy a jest liczba zespolona (rézna od zera) i rozpatrujemy
rozwiazania tego rownania w liczbach zespolonych.

Istnieje jednak istotna réznica miedzy przypadkiem rzeczywistym

i zespolonym. Pierwiastki rzeczywiste roznig sie znakiem. Pozwala
to latwo zwiazac z operacja pierwiastkowania dwie funkcje

ciagle, tzw. galezie, okreélone na zbiorze liczb nieujemnych. Jedna
z nich jest niedodatnia (—}/~), a druga nieujemna (/") (rys. 1).

I mimo ze funkcja f(x) = x? nie jest roznowartosciowa i jako

taka nie moze mie¢ funkcji odwrotnej, to jednak obie wydzielone
galezie, —) iy, sa do niej odwrotne w tym sensie, ze gdybysmy
dla dowolnej liczby nieujemnej obliczyli warto$¢ ktorejkolwiek

z nich i uzyskany wynik podniesli do kwadratu, to otrzymalibySmy
z powrotem te samg liczbe (czyli dia kazdej x= 0, f( —3/ X)=x

i f(Y'x) = x). Jedli skladamy te operacje w odwrotnej kolejnogci,
tzn. najpierw podnoszenie do kwadratu, a pozniej
pierwiastkowanie, to by otrzyma¢é¢ z powrotem argument, musimy
wybra¢ odpowiednia galaz pierwiastka, — ]/— lub ;/_, w zaleznosci
od tego czy podnosilismy do kwadratu liczbe ujemna, czy
dodatnia (tylko dla zera wybor galezi nie wplywa na wynik).

Jak w wyniku potegowania umiesci¢ informacje pozwalajaca
wybra¢ odpowiednia galaz pierwiastka? Najprosciej jest obok
wyniku umiesci¢ wartos¢ argumentu, tzn. zamiast funkcji

f(x) = x* rozpatrywa¢é przyporzadkowanie x — (x, x2), ktorego

wartosciami sa pary liczb. Wowczas kazda liczba dodatnia wystapi
na drugim miejscu dwukrotnie, raz w parze ze swoim
pierwiastkiem ujemnym, raz z dodatnim. Funkcja odwrotna do
takiego przyporzadkowania jest rzutowanie na pierwsza o$

(x, x*) — x. Zatem pierwiastkowanie byloby operacja
jednoznaczna (funkcig), gdyby je okreslic nie na zbiorze liczb
nieujemnych (obrazie funkcji f(x) = x?), lecz na zbiorze par
postaci (x,x?) (wykresie funkcii £, tj. paraboli ¥ = x?). Podnoszenie
do kwadratu byloby zlozeniem dwoch funkeji x — (x, x?) — x2,

z ktérych druga jest rzutowaniem na druga os.

Przeniesienie dziedziny pierwiastkowania z polprostej na parabole
x*—y = 0 oznacza jakby podwojenie wszystkich argumentow

(z wyijatkiem zera). Dopiero na takim zbiorze pierwiastkowanie
staje si¢ operacja jednoznaczng (funkcja). Zauwazyli to

Bernard Riemann i Karl Weierstrass, matematycy niemieccy
dziewigtnastego wieku, a ich spostrzezenie stalo si¢ poczatkiem
waznej i pigknej teorii tzw. powierzchni Riemanna. Lecz wartos¢
tych idei mozna oceni¢ dopiero wtedy, gdy rozpatrujemy

—-operacje i funkcje okreslone na liczbach zespolonych.

Rozpatrzmy funkcje zespolona f(z) = z* okreslona na liczbach
zespolonych (z € C). Jej wykresem jest zbior wszystkich par
liczb zespolonych postaci (z, z%), czyli powierzchnia okreslona
rownaniem z?—w = 0, lezaca w czterowymiarowej przestrzeni
C x C. Pierwiastkowanie jest teraz funkcja o wartosciach

Powierzchnia wieloznacznej funkcji z—Re /22— 1+Im /2> 1,
odpowiadajgca powierzchni Riemanna funkcji /22 — 1. Punktami
osobliwymi sa —1 i 1. Obiegnigcie kazdego z nich z osobna
powoduje przemieszczanie sie w gorg lub w dol, podczas gdy
obiegnigcie obu tego nie powoduje.



zespolonych (z, z?) — z. Dla poznania jej wiasnosci potrzebna
jest znajomos¢ budowy powierzchni z2—w = 0.

Niech w# 0 bedzie liczba zespolona. We wspalrzednych
kartezjanskich mozemy ja zapisac jako pare liczb postaci

(rcosz, rsinx), gdzie r = |w| jest jej odlegloscia od zera oraz =
jest katem skierowanym, ktory tworzy wektor Ow z polosia

liczb rzeczywistych nieujemnych. Pierwiastki kwadratowe liczby w

. - & ., ),
to liczby zespolone z, = (Vrcos =3 y’rsm E) i

o = o
z; = (ﬁcﬁs(n—i— E) ) V’rsin(::+ 3)) , polozone symetrycznie na

okregu o promieniu ;/r_' i Srodku w zerze. Gdy punkt w obiega okrag

o rownaniu |w| = r, wowczas pierwiastki z, i z; poruszajg sie

po okrggu |z| = }/ r z predkoscia katowa dwukrotnie mniejsza

(rys. 2). Gdy w dokona pelnego obrotu, punkty z; i z; wykonaja
Rys. 4

po pol obrotu, czyli zamienia si¢ miejscami. Po dwoch obrotach
W w punkty z; i z; powroca na swoje miejsca. Uniemozliwia
Rysunki powierzchni Riemannn wykonal

Miche! JANKOWSKI (lostytut Informatyki  ° rozroznienie pierwiastkow tak, jak to bylo mozliwe w
Rys. 3 L'W) na komputerze Mera 400, przypadku liczb rmyWiS‘yCh_-
Budowa powierzchni z2—w = 0 staje si¢ teraz zrozumiala.
Nad kazdym punktem w plaszczyznie zmiennej w lezg dwa
punkty powierzchni, (z;. w) i (z;, w), przy czym ich pierwsze
wspotrzedne to pierwiastki kwadratowe liczby w. Gdy w przebiega
okrag |w| = r, punkty (z,, w) i (z2, w) poruszaja si¢ po pewnej
petli lezacej na rozpatrywanej powierzchni w ten sposob, ze
modut pierwszej wspolrzednej pozostaje staly, rowny J'r.
Przedstawia to rysunek 3, przy czym nalezy pamigtaé, Zze petla
ta nie ma punktow samoprzeciecia, gdyz dla kazdej w # 0
istnieja dwa (rozne) pierwiastki kwadratowe. Rozpatrujac dowolne
wartodci r > 0 dochodzimy do wniosku, ze powierzchnia
z2—w = 0 skiada si¢ jakby z dwéch platéw, przeplecionych ze
soba w ten sposéb, ze aby przejs¢ z jednego na drugi, trzeba
obiec jednokrotnie punkt w = 0. Rysunek 4 pomaga to sobie
wyobrazi¢, lecz nalezy pamigtaé, ze nasza powierzchnia nie
przecina si¢ ze soba (punkty na kreskowanej linii nalezy rozdwoic)
i takie polozenie jej jest mozliwe dopiero w przestrzeni
czterowymiarowej, gdzie w istocie (jako wykres funkcji /:C — C,
f(z) = z*) powinna by¢ umieszczona.
Punkt (0, 0) jest jedynym punktem powierzchni, ktorego druga
wspolrzedna jest zero. Wyraza to wilasnosc, ze jedynym
pierwiastkiem zera jest zero. Jest tez jedynym punktem, ktorego
obieganie powoduje przemieszczenie si¢ z jednego plata na drugi.
Pod wieloma wzgledami punkt ten rozni si¢ od pozostalych: jest
osobliwy. Jego osobliwos¢ powodowana jest faktem, ze operacja
pierwiastkowania nie jest rozniczkowalna w zerze. Pomimo tego
punkty osobliwe sa bardziej interesujace od pozostatych
(regularnych), gdyz wigcej mowig o wlasnosciach rozpatrywanej
powierzchni.
Oméwilismy budowg jednej z najprostszych powierzchni Riemanna,
powierzchni pierwiastka kwadratowego. Mozna zapytac, co
zyskali$my dzigki ujednoznacznieniu operacji wieloznacznych
przenoszac ich dziedziny na skomplikowane powierzchnie. Przede
wszystkim staly sie funkcjami, ktoére w punktach regularnych
swoich powierzchni majg te same istotne wiasnosci co funkcje
do nich odwrotne. Mozemy wykonywa¢ na nich wszystkie
dzialania, jakie wykonujemy na funkcjach. Trudnosci w wykonaniu
takich dzialaf na operacjach wieloznacznych latwo odczujemy
prébujac poprawnie zdefiniowaé np. sumg pierwiastkow liczb
zespolonych. Ponadto wciaz zywe idee Riemanna i Weierstrassa
ulatwily wprowadzenie do teorii funkcji metod geometrycznych,
dzigki ktorym uzyskano szereg nowych i glgbokich wynikow.

Tak zazwyczaj wyobrazamy sobie powierzchnie Riemanna logarytmu. Rysunek przedstawia wieloznaczng funkcjg rzevzywista bedaca

ist

suma czesci rzeczy ej i urojonej logarytmu. Punkt 0 jest osobliwy, lecz nieco innego typu niz punkty 0, —1 i 1 w poprzednich
przykiadach. Obieganie po tej powierzchni zera w ustalonym kierunku nigdy nie spowoduje powrotu do punktu wyjsciowego (taka

psobliwo$¢é nazywamy osobliwoscig typu logarytmicznego).



