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Rys. I

Powierzchnie Klemanna powinnismy rysowac w 'przestrzeni
czterowymiarowej, lecz tego nie potrafimy. Ich wlasnosci
geometryczne mozna jednak poznac rysujac w przestrzeni

trójwymiarowej",wykresy odpowiednich wieloznacznych funkcji
rzeczywistych. W przypadku pierwiastka mozna rozpatrywac
funkcje z -+ .Reyz+ Im yz, gdzie ostatnia suma oznacza sume
wartosci czesci rzeczywistej i urojonej pochodzacych od tej samej
galezi pierwiastka. Nalezy pamietac, ze otrzymana powierzchnia
nie przecina sie ze soba; czego nie mozna bylo uniknac na
rysunku. Jednokrotne obiegniecie wokól zera przenosi nas
z jednego poziomu na drugi.
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Oprócz operacji jednoznacznych (funkcji) wystepuja w matematyce
operacje wieloznaczne, dajace dla ustalonej wartosci argumentu
nie jeden, lecz wiele wyników. Najprostszym przykladem takiej
operacji jest pierwiastkowanie. Dla prostoty bedziemy rozpatrywac
pierwiastek kwadratowy. W przypadku liczb rzeczywistych wiemy,
ze dla kazdej liczby dodatnieja istnieja dwa jej pierwiastki
kwadratowe, czyli liczby rzeczywiste spelniajace równanie

x2-a = O; oznaczamy je-ya, ya.Ten sam fakt ma miejsce,
gdy a jest liczba zespolona (rózna od zera) i rozpatrujemy
rozwiazania tego równania w liczbach zespolonych.

Istnieje jednak istotna róznica miedzy przypadk(em rzeczywistym
i zespolonym. Pierwiastki rzeczywiste róznia sie znakiem. Pozwala
to latwo zwiazac z operacja pierwiastkowania dwie funkcje
ciagle, tzw. galezie, okreslone na zbiorze liczb nieujemnych. Jedna

z nich jest niedodatnia (-•.r), a druga nieujemna(y-) (rys. 1).
I mimo ze funkcja f(x) = x2 nie jest róznowartosciowa i jako
taka riie moze miec funkcji odwrotnej, to jednak obie wydzielone

galezie, - y - i y-, sa do niej odwrotne w tym sensie, ze gdybysmy
dla dowolnej liczby nieujemnej obliczyli wartosc którejkolwiek
z nich i uzyskany wynik podniesli do kwadratu, to otrzymalibysmy

z powrotem te sama liczbe (czyli dla kazdej ~~ 0,/( -y:X) = x
i f( vx) = x). Jesli skladamy te operacje w odwrotnej kolejnosci,
tzn. najpierw podnoszenie do kwadratu, a pózniej
pierwiastkowanie, to by otrzymac z powrotem argument, musimy

wybrac odpowiednia galaz pier~iastka, -y- lub y-, w zaleznosci
od tego czy podnosilismy do kwadratu liczbe ujemna, czy
dodatnia (tylko dla zera wybór galezi nie wplywa na wynik).
Jak w wyniku potegowania umiescic informacje pozwalajaca
wybrac odpowiednia galaz pierwiastka? Najprosciej jest obok
wyniku umiescic wartosc argumentu, tzn. zamiast funkcji
f(x) = x2 rozpatrywac przyporzadkowaniex -+ (x, x2), którego
wartosciami sa pary liczb. Wówczas kazda liczba dodatnia wystapi
na drugim miejscu dwukrotnie, raz w parze ze swoim
pierwiastkiem ujemnym, raz z dodatnim. Funkcja odwrotna do
takiego przyporzadkowania jest rzutowanie na pierwsza os
(x, x2) -+ x. Zatem pierwiastkowanie byloby operacja
jednoznaczna (funkcja), gdyby je okreslic nie na zbiorze liczb
nieujemnych (obraziefunkcjif(x) = x2}, lecz na zbiorze par
postaci (x,x2) (wykresie funkcji f, tj. paraboli y = x2). Podnoszenie
do kwadrat~ byloby zlozeniem dwóch funkcjix -+ (x, x2) -+ x2,

z których druga jest rzutowaniem na druga os.
Przeniesienie dziedziny pierwiastkowania z pólprostej na parabole
x2 - y = O oznacza jakby podwojenie wszystkich argumentów
(z wyjatkiem zera). Dopiero na takim zbiorze pierwiastkowanie
staje sie operacja jednoznaczna (funkcja). Zauwazyli to
Bernard Riemann i Karl Weierstrass, matematycy niemieccy
dziewietnastego wieku, a ich spostrzezenie stalo sie poczatkiem
waznej i pieknej teorii tzw. powierzchni Riemanna. Lecz wartosc
tych idei mozna ocenic dopiero wtedy, gdy rozpatrujemy

-operacje i funkcje okreslone na liczbach zespolonych.
Rozpatrzmy funkcje zespolonaf(z) = Z2 okreslona na liczbach
zespolonych (zE C). Jej wykresem jest zbiór wszystkich par

liczb zespolonych postaci(z, Z2), czyli powierzchnia okreslona
równaniem Z2 - W = O, lezaca w czterowymiarowej przestrzeni
C x C. Pierwiastkowanie jest teraz funkcja o wartosciach

Powierzchnia wieloznacznej funkcji z-+ ReV Z2 -I + Im VZ2 - I,
odpowiadajaca powierzchni Riemanna funkcjiV Z2 -I. Punktami
osobliwymi sa - I i I. Obiegniecie kazdego z nich z osobna
powoduje przemieszczanie sie w góre lub w dól, podczas gdy
obiegniecie obu tego nie powoduje.
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zespolonych (z, ZZ) --+ z. Dla poznania jej wlasnosci potrzebna
jest znajomosc budowy powierzchniZZ - w = O.

Niech w;6 O bedzie liczba zespolona. We wspólrzednych
kartezjanskich mozemy ja zapisac jako pare liczb postaci
(rcosx, rsin!X), gdzier = lwi jest jej odlegloscia od zera oraz x

jest katem skierowanym, który tworzy wektor ~ z pólosia
liczb rzeczywistych nieujemnych. Pierwiastki kwadratowe liczbyw

to liczby zespolone Zl = (y';cos ~ ' rysin ;) i

Zz = (vrcos(n+ ;),y'rsin(n+ ;)),poloZOneSym~trYczniena

okregu o promieniu y'; i srodku w zerze. Gdy punktw obiega okrag
o równaniu lwi= r, wówczas pierwiastki Zl i Zz poruszaja sie
po okregu Izl = y'r z predkoscia katowa dwukrotnie mniejsza
(rys. 2). Gdy w dokona pelnego obrotu, punktyZl i Zz wykonaja
po pól obrotu, czyli zamienia sie miejscami. Po dwóch obrotach
w punkty Zl i Zz powróca na-swoje miejsca. Uniemozliwia
to rozróznienie pierwiastków tak, jak to bylo mozliwe w
przYPildku liczb rzeczywistych.
Budowa powierzchni ZZ - w =' O staje sie teraz zrozumiala.
Nad kazdym punktem w.plaszczyznie zmiennejw leza dwa
punkty powierzchni, (Zl' w) i (zz, w), przy czym ich pierwsze
wspólrzedne to pierwiastki kwadratowe liczbyw. Gdy w przebiega
okrag lwi = r, punkty (Z., w) i (zz, w) poruszaja sie po pewnej
petli lezacej na rozpatrywanej powierzchni w ten sposób, ze

modul pierwszej wspólrzednej pozostaje staly, równyy'r.
Przedstawia to rysunek 3, przy czym nalezy pamietac, ze petla
ta nie ma punktów samoprzeciecia, gdyz dla kazdejw ;6 O

istnieja dwa (rózne) pierwiastki kwadratowe. Rozpatrujac dowolne
wartosci r > O dochodzimy do wniosku, ze powierzchnia
ZZ - w = O sklada sie jakby z dwóch platów, przeplecionych ze
soba w ten sposób, ze aby przejsc z jednego na drugi, trzeba
obiec jednokrotnie punktw = O. Rysunek 4 pomaga to sobie
wyobrazic, lecz nalezy pamietac, ze nasza powierzchnia nie
przecina sie ze soba (punkty na kreskowanej linii nalezy rozdwoic)
i takie polozenie jej jest mozliwe dopiero w przestrzeni
czterowymiarowej, gdzie w istocie (jako wykres funkcjiI:C --+ C,
I(z) = ZZ) powinna byc umieszczona.
Punkt (O, O) jest jedynym punktem powierzchni, którego druga
wspólrzedna jest zero. Wyraza to wlasnosc, ze jedynym
pierwiastkiem zera jest zero. Jest tez jedynym punktem, którego
obieganie powoduje przemieszczenie sie z jednego plata na drugi.
Pod wieloma wzgledami punkt ten rózni sie od pozostalych: jest
osobliwy. Jego osobliwosc powodowana jest faktem, ze operacja
pierwiastkowania nie jest rózniczkowalna w zerze. Pomimo tego
punkty osobliwe sa bardziej interesujace od pozostalych •
(regularnych), gdyz wiecej mówifl o wlasnosciach rozpatrywanej
powierzchni.
Omówilismy budowe jednej z naj prostszych powierzchni Riemanna,
powierzchni pierwiastka kwadratowego: Mozna zapytac, co
zyskalismy dzieki ujednoznacznieniu operacji wieloznacznych
przenoszac ich dziedziny na skomplikowane powierzchnie. Przede
wszystkim staly sie funkcjami, które w punktach regularnych
swoich powierzchni maja te same istotne wlasnosci co funkcje
do nich odwrotne. Mozemy wykonywac na nich wszystkie
dzialania, jakie wykonujemy na funkcjach. Trudnosci w wykonaniu
takich dzialan na operacjach wieloznacznych latwo odczujemy
próbujac poprawnie zdefiniowac np. sume pierwiastków liczb
zespolonych. P'onadto wciaz zywe idee Riemanna i Weierstrassa '
ulatwily wprowadzenie do teorii funkcji metod geometrycznych,
dzieki którym uzyskano szereg nowych i glebokich wyników.

Rys. 4

Rys.2

Tak 7.azwyczaj wyobrazamy sobie powierzchnie Riemanna logarytmu. Rysunek przedstawia wieloznaczna funkcje rzel:zywista bedaca
suma czesci rzeczywistej i urojonej logarytmu. Punkt Ojest osobliwy, lecz nieco innego typu niz punkty O, -1 i 1 w poprzednich
przykladach. Obieganie po tej powierzchni zera w ustalonym kierunku nigdy nie spowoduje powrotu do punktu wyjsciowego (taka
osobliwosc nazywamy osobliwoscia typu logarytmicznego).
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