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Jak pewnie Czytelnikowi wiadomo, w skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej R* mozna
wprowadzi¢ na wiele sposobow metryke. Z punktu widzenia Analizy Funkcjonalnej
najistotnigjsze sg te metryki, ktore okreslone sg przez norme jednorodna i tymi tez metrykami
zajmiemy si¢ w tym artykule.

Funkgcja || - ||:R* — R nazywa si¢ norma jednorodna, jezeli
1. |lx|| = 01 ||x|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,

2. ||Ax]| = [4] - |)x|| dla kazdych xe R*i A€ R,

3. llx + yIl < [Ixil + [l dla kazdych x, ¥ € R*.
Przyktady norm bgda podane w dalszej czesci artykulu.

Za pomocg normy mozna nastgpujacym wzorem zdefiniowaé metryke

elx,») £ llx—yll dla x, y € R*,

Czytelnik z tatwoscia sprawdzi, ze funkcja ta ma wszystkie wlasnos$ci metryki, a poza tym
jeszcze dwie dodatkowe: i

(i) e(x + xo, ¥ + x0) = p(x, y) dla kazdego x, € X (tzn. jest przesuwalna),

(ii) o(Ax, Ay) = Ao(x, y) dla kazdego A= 0, x, ye X

(w przypadku, gdy k = 2 i przy ,,zwyczajnej” odleglosci na plaszczyznie jest to twierdzenie
Talesa).

Eatwo zauwazy¢, ze gdy metryka p spetnia warunki (i) oraz (ii), to wyznacza normg jednorodna
dang wzorem

df
o(x, 0) = ||xI|.

Jezeli w przestrzeni R* okre$lona jest norma jednorodna || ||, to parg (R, || ||) nazywamy
k-wymiarowa przestrzenig liniowa unormowana. Powstaje zasadnicze pytanie: Jak konstruowaé
w przestrzeni R* normy jednorodne?

Przyjrzyjmy sie troche dokladniej zbiorowi
Wy = {x:||x|]| < 1} = K(0, 1) (domknieta kula jednostkowa wzgledem normy || ||).

Zbior ten ma nastepujace wlasnosci:

1. Wy jest zbiorem wypuklym, -

2. 0 € Wj oraz 0 jest $rodkiem symetrii Wy (tzn. x € Wy = —x € Wj),

3. dla kazdego x € R* istnieje r > 0 takie, ze tx € Wy (W), jest zbiorem pochlaniajacym),

4. jezeli xq € Wy i dla kazdego r > 0 jest txo € Wy, to xg = 0 (W, nie zawiera polprostych).

Jezeli W< R* spelnia warunki 1, 2, 3, 4, to W nazywa sie cialem cechujacym. Zatem K(0, 1)
jest cialem cechujacym. Zachodzi tez twierdzenie w pewnym sensie odwrotne, a mianowicie

Jezeli W < R* jest cialem cechujacym, to wzoér
1
pwix) = inf{r > 0: Txe W} dla x € R*

wyznacza norme jednorodna w R*.

Norma ta nazywa si¢ funkcjonalemn Minkowskiego generowanym przez W. Na rysunku 1
przedstawione sg trzy standardowe ciala cechujace w R2. Wowczas, jak latwo sprawdzi¢, mamy
dla x = (x;, x2) e R?

pw, = (i +xD = [ixlla,

pw, = max (lx,], [x2]) = |Ixl[c,

pw, = x|+ 1xz| = lIx|]s.

Symbole wystepujace w prawych czesciach wzorow to standardowe oznaczenia tych norm
uzywane w Analizie Funkcjonalnej. Metryka wyznaczona przez norme || ||» jest zwyczajna
metryka euklidesowa znang Czytelnikowi z lekcji geometrii.

Zauwazmy wreszcie, ze norma || ||, jest generowana zaréwno przez kolo z brzegiem, jak i bez
brzegu.

Latwo zauwazy¢, 7e:

lLA={x:pp(x) <1} = We {x:pw(x)< |} =B,

2. Jezeli W’ jest cialem cechujacym takim, ze 4 = W’ < B, to pw(x) = pw-(x) dla kazdego x € R*,
3. Jezeli || || jest norma jednorodna i W = K(0, 1), to [|x|| = pw(x) dla kazdego x € R,

W ten sposob uzyskalismy peiny opis konstrukcji norm jednorodnych w przestrzeni R,




/ W Analizie Funkcjonalnej wyrdznia si¢ normy pochodza~= od iloczynu skalarnego nazywane
i normami hilbertowskimi.

Rozwigzanie zadania M 408, Przypuiémy, Funkcje F: R* x R* - R nazywamy iloczynem skalarnym, jezeli

%e suma dlugodci cigciw jest nie mniejsza 1. F(x, x) = 0 oraz F(x, x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,

niz kn. Wowezas suma dlugodei krdirzych = &

tukdw opartych na tych cieciwach jest 2. F(x' y) = F(y, x) dla X, ¥ € R >

wigksza od kn. Suma dlugodci tych tukdw 3. Fax, + ﬁxz’ y) = aF(xy, y) + ,BF(XZ, y)dla xy, xa, y € Rks o, .8 €R.

i lukdéw symetrycznych do nich wzgledem s ge pe : ) "'l_f 1/2 - x &
S Glian foat wiekki od 2k TSR Jezeli F jest iloczynem skalarnym, to kladac ||x||r = (F(x, x))'/? dla x € R* otrzymujemy, jak

wige punkt okregu nalezacy do co najmniej Czytelnik z latwoscig sprawdzi, norme jednorodna. Normg takg nazywamy norma hilbertowska
k+ | sposrdd tych wszystkich lukdw, w R..

Srednica poprowadzona przez ten punkt
przecina co najmniej k + 1 cigeiw. dar
Jesli Fo(x, y) = x,p, +x2y;2 dla x = (x4, x2), ¥ = (¥1, ¥2) € R?, to F; jest iloczynem

skalarnym i ||x||r, = |/xl|2, wigc norma || ||, jest norma hilbertowska w R?.

| X2 C=0 z F %

Mozna zadaé pytanie: Czy norma || || jest norma hilbertowska?

\ Wykonujgc niezbyt trudne rachunki Czytelnik moze sprawdzic¢, ze w przestrzeni R? kazdy iloczyn

skalarny ma postac:
Xz C

a c
F(x,y) = ax,y  + bxay2+c(x1y2+ x231), X, ¥ € R?, gdziea > 01 JC b] =ab—c* > 0,

Wowezas ||x|lr = (ax?+bx2+2cx,x;)¥ dla x € R2.

Cialem cechujgcym generujgcym te normg jest zbior
W = {(xy, x2) € R*: ax} +bx} +2cx, x; < 1}, a wiec obszar ograniczony elipsa (rys. 2).
Mamy tez twierdzenie

Jezeli W jest cialem cechujacym w R? ograniczonym elipsa, to norma generowana przez W jest
’j norma hilbertowska.

Podobnie w przypadku przestrzeni R* norma jest hilbertowska wtedy i tylko wtedy, gdy cialo
cechujace jest ograniczone elipsoida.

Xy
#0
x1

Hatig dh

Mozemy postawic teraz nastgpujacy problem:
Jak w R* wyrdzni¢ wérdéd norm jednorodnych normy hilbertowskie lub wéréd wszystkich cial
Rys. 2 cechujacych ciala ograniczone elipsoidami?

- Zacznijmy od pierwszej czeici powyiszego pytania.

h ta 1. Przypusémy, ze norma || || jest norma hilbertowska w R* wyznaczona przez iloczyn skalarny F.
‘Wowczas
*) lix+1yl|* = |Ix]|* + 2tF(x, ») + *|)y]|*, x,yeR*, t e R.
Wstawiajac w (*) t = 1 oraz t = — 1 i dodajgc stronami otrzymujemy:

X @) llx + 2112 + llx = ¥112 = 2(|x|[* + [|¥]|*) dla x, y € R* (jest to tzw. réwno$¢ von Neumanna).
Wstawiajac w (*) ||x|| = ||y|| = 1 otrzymujemy:
(i) llx 4+ |l = lltx + ylldlateR, x, ye R", ||x|| = ||yl = 1.

(1)

Okazuje sie, ze nastgpujace warunki sa rOwnowazne:
(a) norma jednorodna || || jest norma hilbertowska w R*,

Rys. (b) dia kazdych x, y € R* [lx + yI|? + [Ix — yII2 = 2 (IIxl|* + [I¥I[*),
5 s (c) dla kazdych x,y € R*, t € R, jedli ||x|| = ||| = 1, to [Ix +#y|| = llx + yl.
A 2. Zauwazmy, ze w przestrzeni (R?, || ||;) dla dowolnych a, b € R?, t > 1, jedli |lal| = |Ib]| = 1, to
b llta — bl| > |la — b|| (rys. 3).

Inaczej jest, gdy mamy do czynienia z norma || ||. Wowczas (rys. 4) wszystkie punkty lezace
na zaznaczonym kawaltku boku kwadratu OABC s3 odlegle w sensie normy || ||» od punktu
G 0 X1 b o 1. Tak wiec ||ta — bl|l,, = lla — bllon, = 1 dla kazdego re <1, 2>,

Okazuje sig, ze do warunkow (a), (b), (c) mozna dolaczy¢ jeszcze jeden warunek roOwnowazny:
— (d) dla kazdych a, b € R* oraz 1 > 1, jesli ||al| = [[b]l, to ||ta — blI> |la — b]|.

3. W przestrzeni (R*, || ||) rozpatrzmy zbior

Rys. 4 .. llx—all . "

ys. Ala, b, =) = xeR:T—bH=m,gdz:ea.bek.a%b.a:-ﬂ.

=

Wrodzone lenistwo autora nie pozwolilo W przypadku (R?, || ||2) jesli 2 = 1, to A (a, b, &) jest symetralna odcinka ab, zas gdy = # 1,
Ry ,doprf’:::ai & kof‘:i‘::]m“ jest okregiem (por. artykut J. Bednarczuka w Delcie 7/1985), Okazuje sig, ze mamy kolejny
Afa, b, @) w przypadku norm || [ 5 [ 1 warunek réwnowainy warunkowi (a):
Bylby wiec bardzo wdzigczny Czytelnikowi,
gdyby zecheial wykonaé za niego to zadanie (e) dla kazdych a, be R*, a # bix > 0, x # 1 istniejg takie x, € R* oraz r > 0, ze:
i o wyniku tych ustalert zawiadomil autora :
za podrednictwem redakciji Delry. Ala, b, ) = {x: |lx—xpll = r}.
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Teraz podamy pare uwag zwiazanych z druga czescia problemu.

1. Rozwazmy przypadek (R?, || ||o). Cialem cechujgcym te norme jest szescian

W= {(x1,xz,x3): il 1, |22 < 1, x5 < 1)

Niech P, bedzie ptaszczyzng przechodzaca przez punkt 0 przecinajaca szescian W, tak jak

na rysunku 5. Punkty nalezace do zakreskowanego szesciokata majg norme nie wigksza niz 1.
Jezeli wezmiemy dowolny rzut na plaszczyzng Py, to po zrzutowaniu co najmniej jeden z obrazow
wierzchotk6w szescianu bedzie lezal na zewnatrz szeSciokata, a wigc bedzie mial norme wieksza
od 1.

Zupelnie inaczej jest w przypadku (R?, || ||2). Jezeli wezmiemy rzut w kierunku prostopadiym
do Py, to obraz kazdego punktu ciala cechujacego bedzie lezal w zakreskowanej czgéci
plaszczyzny Pg, a wigc bedzie mial norme nie wigksza niz 1.

Okazuje sig, ze dla k = 3 nastgpujace warunki s3 rownowazne:

(A) W jest cialem cechujacym w E* ograniczonym elipsoida,

(B) dla kazdej podprzestrzeni P, < R* istnieje taki rzut z na Py, e py (7(x)) < 1 dla dowolnych
xe W,

2. Dla ciala cechujacego W i & > 0 okreslamy

; x+y
wy(e) = mf{l—pw( ):pwfx) =pw(¥) = 1, pp(x—yp) = 8}-

Liczbe t¢ nazywamy ¢ — modulem wypuklosci ciala cechujacego W.
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W przypadku przestrzeni (R?, || ||2) mamy wy(e) = 1— |/ I—ET = ——-—4——-_'?dla e>0

. 1+ 1— =
ww (&) i

(rys. T),“Elqd lim e Gdy W jest cialem cechujacym ograniczonym elipsa, to mozna
s—0 3 3

ww ()
&2

wykazaé, 7e istniejq stale dodatnie M i m takie, ze m < < M dla kazdego ¢ > 0.
Okazuje sig, ze do warunkow (A) i (B) mozna dodaé jeszcze jeden im rownowazny:

ww(€)
=

(C) istnieja stale m>01i M > 0 takie, ze m < < M dla kazdego ¢ > 0.
3. Rozwazmy cialo cechujace W w R* ograniczone elipsoida. Przekroje podprzestrzeniami
dwuwymiarowymi P, i P, ciala W s3 zbiorami ograniczonymi przez elipsy E, i E; (rys. 8). Istnieje

afiniczne odwzorowanie @: P, 2% P, takie, ze ®(E;) = E;. Mozemy wigc powiedzieé, ze kazde
dwa przekroje ciala cechujacego W sa afinicznie rownowazne.

Inaczej jest w przypadku, gdy cialem cechujgcym jest szescian. Na rysunku 9 pokazane sg dwa
przekroje, ktore nie sg afinicznie rOwnowazne.

Okazuje sig, ze takze nastepujacy warunek
(D) kazde dwa przekroje ciala cechujacego W podprzestrzeniami dwuwymiarowymi s3
afinicznie rownowazne

Jjest rownowazny warunkowi (A).

Problem postawiony powyzej mozna uogodlni¢ w nastepujgcy sposob: Niech W bedzie cialem
cechujacym polozonym w przestrzeni R*. Przypusémy, ze kazde dwa przekroje W przestrzeniami
l~wymiarowymi (1 </ <k) sa afinicznie rownowazne. Czy W jest wtedy cialem cechujacym
ograniczonym elipsoida? Pelnej odpowiedzi na to pytanie nie znamy. Nierozstrzygniety
przypadek dotyczy sytuacji, w ktorej k jest parzyste,al = k—1 (np. k =4il = 3),

W pozostalych przypadkach odpowiedz jest pozytywna,

Na zakonczenie sformutujemy jeszcze pewna wiasnos¢ charakteryzujaca kule (a nie elipsoide!)
w R*. Wlasnos¢ te tatwo sformulowaé w jezyku fizyki. Niech W bedzie cialem cechujacym

w R*® wykonanym np. z zelaza, majacym te wlasnosé¢, ze jakkolwiek postawimy je na stole,
bedzie to polozenie rownowagi. Wowczas W jest kula. Zauwazmy, ze polozenie W na stole
mozna traktowad jako zanurzenie W w cieczy o gestosci rownej co. Mozna wiec postawié
og6lniejszy problem: cialo cechujace W ma te wlasno$é, ze kazda pozycja zanurzenia jego w
cieczy jest pozycja rownowagi. Czy W jest kula? OdpowiedZ nie jest znana do dzisiaj.

I juz zupelnie na koniec autor ma nast¢pujgce pytanie do Czytelnika: Jak sformulowaé powyzsza
wlasnosc (tj. te ze stolem) w jezyku matematyki?
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