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Liczba st f to stopien wielomianu f— jest to
najwigkszy wykladnik potegi istotnie
wystepujgcej w zapisie wielomianu,

Twierdzenie (Cantora): Zbidr wszystkich liczb
rzeczywistych R jest nieprzeliczalny.

Dowdid: Utyjemy tak zwane] metody
przekatniowej. Zalozmy, ze wszystkie liczby

Tzeczywisle MOZNa ponumerowac: Xy, X3, X3, .

Ustawmy wsaystkic rozwinigeia dziesigine
czgici ulamkowych tych liczb w tablice
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W oparciu o cyfry polozone na przekatnej tej
tablicy zbudujemy nowy liczbe rzeczywisty b
zawartg miedzy 0 1 | w nastgpujgcy sposéb:
n-tg cyfra po przecinku jej rozwiniecia
dziesigtnego jest liczba a,,—1, gdy ay, 2 0
i1, gdy apn = 0. Wiedy b réini sie od liczby
Xy pr@ynajmaiej na n-tym migjscu po
przecinku. Tak wigc b # x5, n= 1,2, ..., co
przeczy naszemu zaloieniu.

Stopnlnm liczby algebraicznej a jest
najmniejszy stopien wiele

o wspdlczynnikach wymiernych, kiérego a jest
pierwiastkiem.

 zbiér w_szyslkich wielomiandw o wspolczynnikach catkowitych Z[x] =

Liczby przestepne i ]iczby Liouville’a

Mgr Jarostaw GORNICKI

W Delcie 7/1984 Andrzej Pelc pisal o roznego rodzaju malych zbiorach liczb rzeczywistych.
Migdzy innymi wspomnial, iz liczby rzeczywiste mozna podzieli¢ na dwa rozlaczne podzbiory,
z ktérych kazdy bedzie w jakimé sensie maly. Jeden z takich podzialow, powstajacy w sposob
naturalny, jest podany na koncu artykutu.

Zacznijmy od pojecia liczby algebraicznej.

Mowimy, Ze liczba rzeczywista o (podobnie liczba zespolona) jest algebraiczna, jesli istnieje
wielomian
+ayx+ap

F(x) = apx"+a,-1x" 14 ... (n=1, a, # 0)

o wspolczynnikach wymiernych, ktérego o jest pierwiastkiem,

Nietrudno teraz zauwazyé, e kazda liczba wymierna jest liczbg algebraiczna (g € Q jest
pierwiastkiem wielomianu x—g). Jednak nie tylko liczby wymierne sa liczbami algebraicznymi.

54 nimi na przyklad ]/i, ]/2+3]/5 jako pierwiastki wielomianéw: x*—2, x®—6x*+12x2—11.

Mimo iz wigkszo$¢ liczb, z ktorymi spotykamy sig, to liczby algebraiczne, jest ich jednak malo
w poréwnaniu ze wszystkimi liczbami rzeczywistymi. Cantor w 1873 roku pokazal, Ze zbiér liczb
algebraicznych jest przeliczalny. A oto dowéd:

"Roéwnanie F(x) = 0 spelnione przez jakas liczbe algebraiczng mnozymy przez wspélny
mianownik wszystkich jego wspolczynnikow.
Otrzymujemy wéwczas réwnanie f(x) = bpx"+ b, 1 X" '+ ... +bix+by =0
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o wspolczynnikach calkowitych nie wszystkich réwnych zeru. Liczbe w(f) = st/+ Z 1byl

i=0
nazywamy wagg wiclomianu f. Dla kazdego k € N zbi6r {f: w(f) = k) jest skonezony, a wigc

oD
U {fw(hH=k}
k=1
Jest przeliczalny. Poniewaz kazdy wielomian ma skoriczong liczbe pierwiastkow, wiec A =
U {fx e R : f(x) = 0} jest przeliczalny.
feZlx)

To twierdzenie wobec fakiu, Ze zbior liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny, $wiadezy
o istnieniu liczb rzeczywistych nie bedacych liczbami algebraicznymi.

Liczby rzeczywiste nie bedace liczbami algebraicznymi nazywamy liczbami przestgpnymi (jak
powiedzial Euler, ,,przestepuja one mozliwosci metod algebraicznych™).

Jednak ta teoriomnogoéciowa metoda nie byla poczatkiem teorii liczb przestepnych.
Zapoczatkowat ja blisko trzydziesci lat przed Cantorem matematyk francuski Joseph Liouville
podajgc w 1844 roku przykiad liczby przestepnej. Swa konstrukcie oparl na twierdzeniu
zwanym twierdzeniem Liouville'a.

Niech « € R bedzie liczba algebraiczng stopnia n > 1. Istnieje wowczas taka stata C > 0, ze dla

kazdej liczby wymiernej — (q # 0) zachodzi nier6wnos¢
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Dowdd: Niech « € R bedzie liczba algebraiczng stopnia n > 1. Istnieje wicc taki wielomian f
stopnia n, Ze

fx) = bpa"+ by 10" '+ . +bjot+by =0 (bieZ 0<i<n).

Gdy 2. jest !jczba‘wymicmq ilee— ﬂ’ > 1, to teza twierdzenia jest oczywiscie spelniona, jesli
q q

: ; 5 g £t
tylko C < 1. Obierzmy dowolna liczbe wymierng L € [x—1, a+1]. Skoro n > 1, liczba ? nie
q

moze by¢ pierwiastkiem wielomianu f (dlaczego?).
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Twierdzenie (Lagrange’a o wartosci sredniej): Stosujac twierdzenie o wartoéci §redniej otrzymujemy
Jezeli funkcja liczbowa f jest ciagla

w przedziale domknigtym [a, ) P P
i rozniczkowalng w przedziale otwartym (a, b), ’f ('—)l == rf (—) "f (ﬂ}
to istnigje r € (4, b) takie, 2 q q

= |f'(r)l -‘i—a
q

< M-Ii-—a
q

SiB)—=fla) = [*(r) - (b—a).

gdzie r lezy miedzy liczbami o i %, M =sup {f'(x):|x—a| < 1}.
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Liouville rozwazat liczby nazwane péiniej liczbami Liouville’a.

Liczbg rzeczywista o nazywamy liczba Liouville’a, gdy dla kazdego n = 1 nierownosé

:
fh——1 <
q

1
< ? jest speiniona dla nieskonczenie wielu par (p, g) liczb catkowitych wzglednie pierwszych

(g > 0).
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Pokazemy teraz, ze kazda liczba postaci x = Z Fié , gdzie ¢; sa niezerowymi liczbami

i=1
jednocyfrowymi, jest liczbg Liouville’a.
5 ¢
Niech S, = 2 i& Liczba ta jest wymierna i mozemy przedstawi¢ ja w postaci -E—. gdzie
i q
j=
g = 1o,
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Wszystkie czasteczki trafiajgce w otworek
przechodzy na druga strong. Ich liczba N na
jednostke powierzchni otworka jest
proporcjonalna do koncentracji czasteceek n
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Kazda liczba Liouville’a jest przestepna.

Dowod: Zalézmy, ze liczba y jest liczbg Liouville’a i Ze jest to liczba algebraiczna stopnia n > L.

i sretiniej predkosci vy: N ~ nvy. Poniewaz Z twierdzenia Liouville’a mamy:

P e ) :
n~ = av ~ YT, to otrzymujemy, e * \/ /\ /\ " P N C
N~ v—{p__]: Przenoszona przez czasteczki C>0 peZ geN q q

energia E jest proporcjonalna do N i srednicj Niech & € IV bedzie taka liczba, ze C- 2* > 2" i k = n. Poniewaz z drugiej strony y-e'cst liczbg
energii czgsteceki, mamy wige: E~ N T ~

~ p¥/T. W stanie ustalonym strumienie Liouville'a, wiec istniejg liczby p, g £ Z, ¢ > 1 takie, Ze | y— Pl Laczac to z warunkiem (*)
czastek i encrgii wyplywajace 22 zbiornika q q“
i wplywajace do niego muszg byé réwne. 1 C .
Otrzymujemy wiec uklad rownan: otrzymujemy 7 > —, skad C < ¢"~* < 2°~* < C. Otrzymana sprzecznoé¢ dowodzi
q
2px . il »
ey Z1 : 1 i
Vi AT VE prawdziwodci twierdzenia.
20V Tx = pV2T+pyT. W ten sposob Liouville wykazat jako pierwszy istnienie liczb przestepnych. Zgodnie z naszymi

gdzic py i Ty oznaczajy wielkosci rozwazaniami na przykiad liczba 0,110001 ..., w ktorej jedynki wystepujg na miejscach

charakteryzujace zbiornik. Rozwigzaniem sy
wartoici T = TY2, pe = (YZ41)2-914p, !
(px = 1,02 p). Liczby przestgpne zaprzataly najznamienitsze umysty, migdzy innymi Charlesa Hermite’a,
Ferdinanda Lindemanna, Davida Hilberta, Aleksandra Gelfonda. W wyniku ich pracy wykazano
na przykiad, Ze liczby: e (Hermite, 1873), = (Lindemann, 1882) s3 liczbami przesi¢cpnymi (patrz
Delra 3/1983). Rozwiazano rowniez VII problem Hilberta z 1900 roku — kazda liczba postaci a°,
gdzie a jest liczby algebraiczng rézng od zera i jednodel, b za$ jest dowolng liczbg algebraiczna
niewymierna, jest liczba przestepna (Gelfond, 1934 i Schneider, 1935).

o numerach n! po przecinku, jest przestepna.

Redakejn pragnié swrdcié uwage na roznice
w dowodach igtnienia liczh preestepoych —
Cantor wykazal, e takie liczby musza

mtniec (poniewaiz nie wszystkie liczhy = . . o - . =
TECEywiste S8 algebraicEe) Lisuvile ik Przykladem podziatu, o ktérym byla mowa na poczatku, jest zbidr liczb Liouville'a (jest on

podal konkestny praykiad, miary 0} i jego dopelnienie bedace zbiorem cienkim.



