
Zbiór nazywamy przeliczalnym, jezeli

wszystkie jego elementy mozna ustawic w ciag
(ponumerowac liczbami naturalnymi). Na

przyklad zbiór liczb wymiernych Q jest
przeliczalny, gdyz wszystkie jego elementy

mozna ponumerowac wedlug ponizszego
schematu:

Liczby przestepne i liczby Liouville'a

Mgr Jaroslaw GÓRNICKI
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W De/cie 7/1984 Andrzej Pelc pisal o róznego rodzaju malych zbiorach liczb rzeczywistych.

Miedzy innymi wspomnial, iz liczby rzeczywiste mozna podzielic na dwa rozlaczne podzbiory,
z których kazdy bedzie w jakims sensie maly. Jeden z takich podzialów, powstajacy w sposób
naturalny, jest podany na koncu artykulu.

Zacznijmy od pojecia liczby algebraicznej.

Mówimy, ze liczba rzeczywistaex (podobnie liczba zespolona) jest algebraiczna, jesli istnieje
wielomian

F(x) = anXn+an_1Xn-l+ ... +alx+aO

o wspólczynnikach wymiernych, któregoex jest pierwiastkiem.

(n ;;O l, an i= O)

Liczba sI I to stopien wielomianu l-jest to

najwiekszy wykladnik potegi istotnie

wystepujacej w zapisie wielomianu.

Twierdzenie (Canlora): Zbiór wszystkich liczb

rzeczywistych R jest nieprzeliczalny.

Dowód: Uzyjemy tak zwanej metodll

przekatniowej. Zalózmy, ze wszystkie liczby

rzeczywiste mozna ponumerowac: Xl, X], X3t •••

Ustawmy wszystkie rozwiniecia dziesietne

czesci ulamkowych tych liczb w tablice

Xl = ..,,011 Ot2 a13 0'0

X2 = ..,,01.1 Q22 a:13 •••

Xn = .." ani an:1 an3 0'0

W oparciu o cyfry polozone na przekatnej tej

tablicy zbudujemy nowa liczbe rzeczywistab
zawarta miedzy O i l w nastepujacy sposób:

n-ta cyfra po przecinku jej rozwiniecia

dziesietnego jest liczbaann -1, gdy ann #- O

i l, gdy ann = O. Wtedy b rózni sie od liczby

Xn przynajmniej na n-tym miejscu po

przecinku. Tak wiecb #. Xn f n = 1,2, .. " co
przeczy naszemu zalozeniu.

Nietrudno teraz zauwazyc, ze kazda liczba wymierna jest liczba algebraiczna(q E Q jest
pierwiastkiem wielomianu x-q). Jednak nie tylko liczby wymierne sa liczbami algebraicznymi.

Sa nimi na przyklad yi, ]i 2+3Y3 jako pierwiastki wielomianów: x2 - 2, x6 - 6x4 +12x2 -11.

Mimo iz wiekszosc liczb, z którymi spotykamy sie, to liczby algebraiczne, jest ich jednak malo
w porównaniu ze wszystkimi liczbami rzeczywistymi. Cantor w 1873 roku pokazal, ze zbiór liczb
algebraicznych jest przeliczalny. A oto dowód: .

. Równanie F(x) = O spelnione przez jakas liczbe algebraiczna mnozymy przez wspólny
mianownik wszystkich jego wspólczynników.

Otrzymujemy wówczas równanief(x) = bnxn+bn_1Xn-l + ...+btx+bo = O

SIl

o wspólczynnikach calkowitych nie wszystkich równych zeru. Liczbew(f) = stf+ L Ibd
i='O

nazywamy waga wielomianuf Dla kazdego k E N zbiór {f: w(f) = k} jest skonczony, a wiec
et)

zbiór wszystkich wielomianów o wspólczynnikach calkowitychZ[x] = U {f: w(f) = k}
, k=1

jest przeliczalny. Poniewaz kazdy wielomian ma skonczona liczbe pierwiastków, wiecA =
U {exER: f (ex) = O} jest przeliczalny.

leZ[xl

To twierdzenie wobec faktu, ze zbiór liczb rzeczywIstych jest nieprzeliczalny, swiadqy
o istnieniu liczb rzeczywistych nie bedacych liczbami algebraicznymi.

Liczby rzeczywiste nie bedace liczbami algebraicznymi nazywamy liczbami przestepnymi (jak
powiedzial Euler, "przestepuja one mozliwosci metod algebraicznych").

Jednak ta teoriomnogosciowa metoda nie byla poczatkiem teorii liczb przestepnych.
Zapoczatkowal ja blisko trzydziesci lat przed Cantorem matematyk francuski Joseph Liouville
podajac w 1844 roku przyklad liczby przestepnej. Swa konstrukcje oparl na tWierdzeniu
zwanym twierdzeniem Liouville'a.

Niech ex E R bedzie liczba algebraiczna stopnian > 1. Istnieje wówczas taka stala C> O, ze dla

kazdej liczby wymiernej '!- (q i= O) zachodzi nierównosc
q

lex-~I >~.I q qn

Dowód: Niech ex E R bedzie liczba algeb!aiczna stopnian > I. Istnieje wiec taki wielomianf
stopnia n, ze

f(ex) = bnexn+bn_lexn-t+ ... +b1ex+bo = O (b, E Z, O ~ i ~n).

+b1pqn-l+boqn I ;;O ~.q"

Stopniem liczby algebraicznej a jest

najmniejszy stopiep wielomianu

o wspólczynnikach wymiernych, któregoa jest
pierwiastkiem.

Gdy !...- jest liczba"wymierna iI ex-!...-I > l, to teza twierdzenia jest oczywiscie spelniona, jesliq , q

tylko C ~ I. Obierzmy dowolna liczbe wymierna!...- E [ex- l, ex+ 1]. Skoro n > l, liczba ~ nie
q q

moze byc pierwiastkiem wielomianuf (dlaczego?).

W be If(P)1 I bnpn+bn~lpn-lq+ , ..
o c tego mamy - = --------

_ I q qn
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Twierdzenie (Lagrangc' a o wartoscisredni~j):

Jezeli funkcja liczbowa [jest ciagla
w przedziale domknietym la, bl
i rózmczkowalna w przedziale otwartym (a, b),
to istnieje r E (a, b) takie, ze

Stosujac twierdzenie o wartosci sredniej otrzymujemy

[(b)-[(a) = f'(r)· (b-a).

gdzie r lezy miedzy liczbami a i ~, M = sup {f'(x) : lx-al ~ l}.
q

Zatem

la-~I = k(~)/ ~_1 .q I 1!,(r)1 Mq"

1
Za C wystarczy wziac mniejsza z liczb 1 i --.

2M

LiouvilIe rozwazal liczby nazwane pózniej liczbami LiouvilIe'a.

Liczbe rzeczywista a nazywamy liczba LiouvilIe'a, gdy dla kazdegon ~ 1 nierównosc Ia - ~ I <
1

< - jest spelniona dla nieskonczenie wielu par(p, q) liczb calkowitych wzglednie pierwszych
if .

(q > O).

00

Pokazemy teraz, ze kazda liczba postaciXo = ~ ~, gdzie cJ sa niezerowymi liczbami.• t-J lOJ!
j=1

jednocyfrowymi, jest liczba LiouvilIe' a.

n

Niech Sn = "'" ~. Liczba ta jest wymierna i mozemy przedstawic ja w postaci .~, gdzieL..J 10J! qj=l
q = lOn!.

I
Kazda liczba LiouvilIe'a jest przestepna.

Przykladem podzialu, o którym byla mowa na poczatku, jest zbiór liczb Liouville'a Uest on
miary O) i jego dopelnienie bedace zbiorem cienkim.

Dowód: Zalózmy, ze liczbay jest liczba LiouvilIe'a i ze jest to liczba algebraiczna stopnian > 1.
Z twierdzenia LiouvilIe'a mamy:

Zniecierpliwiony Czytelnik ma prawo zapytac: ale co to wszystko ma wspólnego z liczbami
przestepnymi? .Wyjasnia nam to nastepujacetwierdzenie:

10

10(n+ 1)! '...) ~

C>-.
q"V !\!\ Iy-~IC>O PEZ qEN q

(*)

W ten sposób Liouville wykazal jako pierwszy istnienie liczb przestepnych. Zgodnie z naszymi
rozwazaniami na przyklad liczba 0,110001 ... , w której jedynki wystepuja na miejscach
o numerach n! po przecinku, jest przestepna.

Niech k E N bedzie taka liczba, ze C'Zk ~ 2" i k ~ n. Poniewaz z drugiej stronyy ~est liczba

Liouvi!Ie'a, wiec istnieja liczbyp, q E Z, q > l takie, ze Iy- : I < ~. Laczac to z.warUnkiem (*)
I C

otrzymujemy ---;:-> -, skad C < tt-k ~ zn-k ~ C. Otrzymana sprzecznosc dowodzi
q' . qn

prawdziwosci twierdzenia.

Liczby przestepne zaprzataly naj znamienitsze umysly, miedzy innymi Charlesa Herinite'a,
Ferdinanda Lindemanna, Davida Hilberta, Aleksandra Gelfonda. W wyniku ich pracy wykazano
'la przyklad, ze liczby: e (Hermite, 1873),17. (Lindemann, 1882) sa liczbami przest"pnymi (patrz
Delta 3/1983). Rozwiazano równiez VII problem Hi!berta z 1900 roku - kazda liczba postaciab,

gdzie a jest liczba algebraiczna rózna od zera i jednosci,b zas jcst dDwolna liczba algebraiczna
niewymierna, jest liczba przestepna (Gelfond, 1934 i Schneider, 1935).

Izachodzi wtedy
p I - C"+1 C"+2 1 ( 9 9

x-- =---+---+ ...<--- 9+---+---+
o q 1O(n+1)! 10(~+2)! 10(n+1)! 10(n+2) 10(n+3)

a wobec tego dla dowolnego naturalnegon

I p I 10 10 l lIXo-"S.1 =Xo - q < 1O(n_+1)!= 10n!n10n!- ~ lon!" =7'
Rozwiazanie zadania F 177. Poniewaz

otworki sa bardzo male, to mozna przyjac, ze
w kazdej chwili stan gazu w zbiorniku

i w obu naczyniach jest stanem równowagi.
Wszystkie czasteczki trafiajace w otworek
przechodza na druga strone. Ich liczbaN na
jednostke powierzchni otworka jest

proporcjonalna do koncentracji czasteczek n

i sretlniej predkosci v.s: N ./lVs' Poniewaz

11 .••••. ..!!..... a Vs ]."T: to otrzymujemy, zeT

N - -p -. Przenoszona przez czasteczki
yT

energia E jest proporcjonalna do N i sredniej

energii czastce/ki, mamy wiec: E...., N· T ....,
,..;pff W stanie usta~onym strumienie
czastek i energii wyplywajace ze zbiornika
i wplywajace do niego musza byc równe.
Otrzymujemy wiec uklad równan:

~=-p-+-p-,
~ YIT yT

2pxJ!'T;= pYIT+pV'T.
gdzie Px i T x oznaczaja wielkosci
charakteryzujace zbiornik. Rozwiazaniem sa

wartosci Tx = TY2. Px= ({2+ 1)2-'" p.
(Px '" 1,02 p).

-&

Redakcja pragnie zwrócic uwage na róznice
w dowodach istnienia liczb przestepnych _
Cantor wykazal. ze takie liczby musza
istniec (poniewaz nic wszy~tkie liczby
rzeczywiste :ia algebraiczne), Liouville zas
podal konkretny przyklad.
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