Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

CzoXdwka 1igi zadaniows] "Klub 44 M»

po uweggladnieniu ocen roswigzad
sadani 103 /WI=2,62/ 1 104 /WD=1,83/

Tomass Romorowski - dwldniic 46, 12pkt
Pawel Kamirski - Warszawa  44,91pkt Skrot regulaminu
Jan Cfach - Ostrowiee Swid,01pkt
Fryatyna Witek - Qstriw Mag. 43,96nkt
anna Gluza - Torug 42, 48pkt
Jacek Mardeiuk - Lublin 41, TTpkt
Marian Reman - Eik 41, 268pkt

Tomase Szymceyk =~ BlelskoBia¥ad0,97pkt

Kaidy mo#e nadsylaé rozwigzania zadafi z numeru n w terminie do korica miesiaca n+ 2. Szkice rozwigzan
zamieszczamy w numerze n+4. Moina nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwoch lub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac ub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddziclnych kopertach, umisszezajge na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do | z dokladnodcia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspdlczynnik
trudnosci d dania: WT = 4 —35/N, gdzie § oznacza sumg ocen za rozwigzania tego zadania, a N —

liczbe osdb, ktére nadesiai

44 punkty: pan T, Komorowski po raz drugi,
pan P, Eamifsk! po ras czwarty, pan J. Clach
po rag plerwszy.

Uwaga! FPanie w ofensywie!

3 1-44

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Rozwigzanie zadan z numeru 3;’_1985

Przypominamy tre$¢ zadari:

107, Ceworokat ABCD jest opisany na kole. K, L, M, N sy odpowiednio
punktami stycmoici bokéw AB, BC, CD, DA 2 kolem. Udowndnié, 2¢ proste
KL, MN i AC przecinaja sie w jednym punkcie lub sg ré legh

108. Udowodnié zhieznoid i obliczyé granice ciagu (x,;), w ktérvm x; = a,
X3 =50, xy = ¢ (a, b, e —dane liczby), xp.3 = (xp+ Xpp 1+ 754203,

107, lesli ktérekolwiek dwa z odcinkow KL, MN, AC sa
rownoiegle, to maja one wspo6ing symetraina, bedacy osia

symetrii czworokata ABCD; jest ona wowcezas takze symetralng
trzeciego z tych odcinkow, a wige wszystkie te odcinki sg
rownolegle. Odrzucajgc ten przypadek, przyimijmy, ze prosta KL
_przecina prosta AC w punkcie P, a prosta MN przecina prostq AC
w punkcie Q. Na mocy twierdzenia Menelausa, zastosowanego

do trojkata ABC przecietego prosta KL oraz do trojkata ADC
przecigtego prosta MN, mamy

AP CL BK _ _ AQ CM DN
PC LB KA =~ QC MD NA'

12

ie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) —i tyle punktdw otrzymuje nadsylaiacy. Po zgromadzeniu 44 punktow, w dowolnym czasie

i w ktdrejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkizm Klubu 44, & nadwytka punkidw jest
zaliczana do ponownego udzinlu, Trzykrotne czionkostwo — to tytui Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numérze 11985,

Stad, wobec réwnosci LB = BK, MD = DN, CL = CM, KA =
= NA, dostajemy AP : PC = AQ : OC. Poniewaz P ¢ AC,

O AC, wice z ostatniej proporcji wynika, ze punkty Pi Q
pokrywaja sig.

108, Dia dowolnej liczby naturalnej & oznaczmy przez 7 zbidr
ztozony z liczb X3x-2, X¥3x-1, X3x, PTZeZ @, Oraz b, — najmniejsza
oraz najwicksza liczbe w tym zbiorze, a przez ry — $rednice tego
zbioru, czyli roznice by —a, . £ okreslenia ciagu (x,) wynikaja
rownosci

1

X3kst = *5' X3k.3T 3 X3g_i+ 3 X3k,

1 1 1 4
Xakpz = 'j—le_l. + — X+ —Xagg1 = —Xakeat+ — Xaert 9 Xaks

3 3 9 9
1 1 i

Xkyy = — Xt 3- X3kp1+ 3 Xapy2 =

3

4 i 7 " 16
= —— K32t —— X+ — Xap

T T R T R
Widzimy, Zze kazdy z elementow zbioru T, jest kombinacja
wypukig elementow zbioru T, (tj. kombinacja o wspolczynnikach
nieujemnych, dajacych w sumie jedynke). Zatem a; < aysy <
< by yy < bg i ciggi (ay), (by) sq zbiezne jako monotoniczne
i ograniczone. Niech a = lim g, = lim b, Odejmujac
stronami poszczeghlne rdéwnodci powy#szego uktadu dostajemy,

1
Xapg3—Xaess = — (n—Xn_ )+ —— (ra_2—xa0_1)s

27 27
3 . ' 2 .
= — Xz — Xaxg)+ 7 (X2—2apn)s

27 27

| 1
— (Xag = Xax_2)+ = (Kaxo1— Xax_2)-
g ¢ tu. 3k-2) g Kare1— Xax-a)

X3gpa—X3e41

Xapez— Kappr =

Wszystkie roznice w nawiasach sa co do modulu niewieksze od ry.
Zatem moduly lewych stron sa niewicksze, odpowiednio, od

J L kad <7 Wobec tego lim r, =0
7] T'es 27;—&, 57 re, skad sy < 57 ry. Wobee tege lim #, =
ia= b, czyli ciag (x,) jest zbieZny. PoniewaZ 3x,4 s = Xa+ Xas
+ Xnsy. wiee dodaiac obustronnie X4 ;4 2¥ .42 Otrzvmujemy
K1+ 202+ 30053 = Xa+2X0s 1+ 3042, Skad przez oczywisty
indukcje x4+ 2%, 1+ 302 = ¢4+ 2b+4 3c dla kazdegon.
Przechodzge w ostatmiej rownoéci do granicy (r =+ o0) dostajemy

i
zatem lim x, = — (@+2b+ 3¢):
H



Rozwigzania zadan z numeru 3/1985

Przypominamy tres¢ zadan:

5. Obliczy¢ napigcie panujace migdzy punktami A i B ukiadu zlodonego z a
galgzi zawierajacych dowolne opornodei R, i irddia sily elektromotorycznej E;
=12,..n8

&Duymtwahcx-,w,_ 1y £ osi k
stoikowo z jednego kodica jak na rysunku 2.
Podczas poruszania tego walca w kierunku oznaczonym strzalky do kanalu od
jego waskiej strony wpada powietrze. Po przeplynigciu powietrza do czgdci
stoikowej kanalu jego ciinienie — zgodnie z prawem Bernoulliego — wzrasta.
Ciénienie to dzialajac na $cianki stoikowego kanalu wywiera na walec pewng
silg, nadajqcy mu naped w kicrunku ruchu. Mamy wigc perpetuum mobile,
Wiskazaé bigd w powyiszym rozumowaniu.

ktéry sig rozszerza

5. Po oznaczeniu plyngcego przez i-ta galaz pradu przez [,
(dodatni znak I; oraz E; zgodny z oznaczeniami na rysunku 1)
wypisujemy rownania Kirchhoffa:

n
(1) Y =0,
i=1]

(2) R+ E = R, I, + E, (i=12 ..,n)
A __________
"“ Ry :":1! Ry I Rn ’
TEF Te jzﬂ
— e s = Rys. 1
8

Dla wygody rachunkéw wprowadzamy przewodnos¢ G, = 5 :
4
rownanie (2) przyjmuje teraz postac

I I,
(3) G +£{= G' +E|‘

I 1

Redaguje dr Andrzej
NADOLNY

: z .. Rozwazmy trzech obserwatorow inercjalnyc
6' Skladanle pl‘@dkOSCI 0, porusza si¢ wzgledem 0, z predkoscia vz, a 0; wzgledem 0,

Z réwnan (1) i (3) otrzymujemy

n—1 n—1
I,
= E I = — E G|(—+E:—'E:).
i=1 i=1 G, ‘

Po podstawieniu ostatniego wyrazenia do rownania (3)dlai = n
oraz dokonaniu przeksztalcen vzyskujemy

n n n
Y6z +ZG'E‘_ N GE =0,
G :
i=1 i=1 i=1
s
; > GiE,
a stad poszukiwane napiecie Uyp = {" +E; = "“.r: D=
Ji -
e
i=1

Widac, ze bez wprowadzenia przewodnosci koncowy wzor
miatby bardziej ztoZzona postac

6. Przedstawione rozumowanie zawiera milczgce zaloZenie, Ze
ci$nienie powietrza w cylindrycznej czesci kanalu jest rowne
ci$nieniu panujgcemu na zewnatrz oraz pomija sily powstajace
przy oplywie czolowej powierzchni walca.

Rys. 2 Rys. 3
Aby nie wdawac sie w skomplikowany problem tego oplywu,
rozpatrzmy przypadek, w ktorym walec jest od strony wlotowej
przediuzony rurg o srednicy rownej jego Srednicy zewnetrznej —
jak na rysunku 3. Problem zostal w ten sposéb sprowadzony do
przeplywu powietrza przez rure 0 zmiennej Srednicy. Cisnienie
powietrza w czgsci zwegzonej, na skutek wzrostu jego predkosci,
spada w porownaniu z rura wlotowa. W stozkowej czesei
wylotowej natomiast, w zwiazku ze zmniejszeniem predkosci
przeplywu powietrza, cisnienie wzrasta. Z porOwnania $rednic
i zwigzanych z tym predkosci przeplywu wynika, Ze nie
przewyzsza ono tam jednak cisnienia panujacego w rurze
wlotowej, ktore dziala na powierzchnie czolowa walca. Stad
wniosek, ze ,,sifa napgdowa" dzialajgca na stozkowy wylot
kanatu nie moze przewyzszac ,,sily hamujgcej” dzialajacej na
powierzchni¢ czolowg walca. Dzigki lepkosci powietrza , sila
napedowa” bedzie w rzeczywistosci mniejsza od ,,sily
hamujgce)”.

D;, 0;, 05. Niec

o z predkoécia va;. Dla predkosci duzo mniejszych od predkosci 10
s /o A $wiatla g0z b0
Py 3
* —
* U3 = Usztva. o - .#\/41%‘:
Informacje te mozna odczyta¢ z diagramu czasoprzestrzennego J s Vo
(rys. 6a). Linia swiata obserwatora 0, w ukladzie (x,, 1) jest

Jjednoczeénie osig czasu ukladu (x;, r2). Poniewaz przy malych
predkosciach czas dla obu obserwatorow biegnie tak samo, 0§ x
(punkty o wspolrzednych ¢, = 0) pokrywa si¢ z osia x,. Prosta
f; = 1 wprowadza skale czasu na osiach #21 15.

W jednostkowym czasie obserwator 0, przebyl wzgledem 0,
odcinek PQ, czyli dlugosé PQ jest rowna w3y . Podobnie PS =

= v3,, a 0S = va;. Predko$é wypadkowa jest wiec suma %y
Rys. 6b predkodci vaz i vz, R 66

Rys. 6b przedstawia trzech obserwatoréw poruszajacych sie z predkosciami bliskimi predkosci Swiatla,
Niech OP bedzie jednostka czasu obserwatora 0,. Wtedy
WS

iU3'|_

= PO, wvig= ey
Y2 Q 33 00 OW

ST 70
Z podobiefistwa trojkatow QST i QOP wynika: —— = —— i 5T = 92— el
podobieristwa trojkatow QST i QOP wynika 05 Tk czyli Uiz O 5T PO =uv,;
ST+TW = Uiz +va;
1470  14vs;-

czyli TQ = vs; - vz,. Stad predkos¢ 05 wzgledem 0y vy =

Ui




