
Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, InformatykiiMechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytet~ WarszawskiegoiRedakcji Delty
Czolówka ligi zadaniowej 11Klub44 Mil

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 103 /WT=2,62/ i 104 /WT=1,83/

Tomasz Komorowski - Swidnik
46,12pkt

Pawel Kaminski

- Warszawa44,91pkt

Jan Ciach

- Ostrowiec Sw44,01pkt

KrYRtyna Witek

- Ostrów Maz. 43,96pkt

Anna Gluza

- Torun42,48pkt

Jacek Mandziuk

- Lublin41, '77pkt

Marian Roman

- Elk41,28pkt

Tomasz Szymczyk

- BielskoBiala40,97pkt

44 punkty: pan T. Komorowski po raz drugi,

pan P. Kaminaki po raz czwarty, pan J. Ciach

po raz pierwszy.

Uwaga! Panie w ofensywie!

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. RozwIazania zadan
z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadaniaw skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik
trudnosci danego zadania: WT= 4 - 3SIN, gdzieSoznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, aN -
liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
I w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerzel/l985.

!1=44
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Stad, wobec równosciLB = BK, MD = DN, CL = CM, KA

= NA, dostajemy AP : PC = AQ : QC. Poniewaz P rt AC,
Q rf= AC, wiec z ostatniej proporcji wynika, ze punktyP i Q
pokrywaja sie.

108. Dla dowolnej liczby naturalnejk oznaczmy przezTk zbiór
zlozony z liczbX3k-2, X3k- L, X3k, przez ak oraz bk - najmniejsza
oraz najwieksza liczbe w tym zbiorze, a przezrk - srednice tego
zbioru, czyli róznice bk - ak . Z okreslenia ciagu(xn) wynikaja
równosci

Rozwiazanie zadan z numeru 3/1985
l l I

X3k+ I = - X3k_2+ - X3k_1 + - X3k,
333

Przypominamy tresc zadan:

107. CzworokatABCD jest opisany na kole.K, L, M, N sa odpowiednio
punktami stycznosci bokó",AB, BC; CD, DA z kolem. Udowodnic, ze proste
KL, MN iAC przecinaja sie w jednym punkcie lub sa równolegle.
108. Udowodnic zbieznosc i obliczyc granice ciagu(xn), w którym XI = a,

x. = b, x. = c (a,b, c-dane liczby),Xn+. = (Xn+Xn+1 +xn+,)/3.

!O'" lesli którekolwiek dwa z odcinkówKL, MN, Xc sa
równolegle, to maja one wspólna symetralna, bedaca osia
symetrii czworokata ABCD; jest ona wówczas takze symetralna
trzeciego z tych odcinków, a wiec wszystkie te odcinki sa
równolegle. Odrzucajac ten przypadek, przyjmijmy, ze prostaKL

.przecina prostaAC w punkCie P, a prosta MN przecina prostaAC
w punkcie Q. Na mocy twierdzenia Menelausa, zastosowanego
do trójkata ABC przecietego prostaKL oraz do trójkata ADC

przecietego prostaMN, mamy

l l
X3.+J = --X3k+-X.1k+l+

3 3

l
3 X.1k+2

4 7 16
-X3k 2+ --X3' 1+ -X3k'
27 - 27 - 27

4 l
X.1k+.1-X3.+2 = --(X,,-X"_I)+ -- (X'k_,-X.1k_L),

27 27

5 ,2

X.1k+3-X.1k+J = n (X3,-X3'+Z)+ -2i(x .•,-X.1k_.),

1 I
X.1'+2-X.1'+' = 9-(X'k-X.1 •• Z)+ -9 (X.1k.l--X.1k_2).

Wszystkie róznice w naWiasach sa co do modulu nie\' ieksze od ' •.
Zatem moduly lewych stron ~" niewieksze, odpowiednio od

5 7 6 7
--- r., - r., --- rk, skad rki- I ~ r,. W0bec tego limr1 = O
27 27 27 . 27 -

i a -= b, czyli ciag (xn) jest zbiezny._ Poniewaz3xn+ 3 = x. -+ Xn+ L +
+ x" .•.2, \;iiec dodajac obt:stronmeXn+ I + 2x.+ 2 otrzyml1jem)
Ar.+ ,+ 2x.+ 2+ 3xn+ 3 = Xn + 2x, + l + 3.t"+ 2, sk,/d przez oczywista

indukcje x" + 2xn+ 1 + 3x"+ 2 = li+ 2b + Je dla kazdegon.

Przechodzac w ostatniej równosci do granicy(n -, co) dostajemyl
zatel;) ii."TIx" +c _ (a " 2b+ 3e).

\)

l l l I 4 4
X3'+2 = -X3. 1+ -X3k+---X3k+l = -X3k_2+-X.1k_I+-X3',3- 33 9 9 9

Widzimy, ze kazdy z elementów zbioruTk+ l jest kombinacja
wypukla elementów zbioruT. (tj. kombinacja o wspólczynnikach
nieujemnych, dajacych w sumie jedynke). Zatemak ~ aH I ~
~ b.+ l ~ bk i ciagi (ak), (b.) sa zbiezne jako monotoniczne
j ograniczone. Niecha = lim ak, b = lim bk Odejmujac
stronami poszczególne równosci powyzszego ukladu dostajemy.
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Rozwiazania zadan z numeru 3/1985

Redaguje dr Andrzej
NADOLNY

Z równan (l) i (3) otrzymujemy
n-l n-l

In=_- LIt= - LGt(; +E,-E};=J i=J '

Po podstawieniu ostatniego wyrazenia do równania (3) dlai = n

oraz dokonaniu przeksztalcen uzyskujemy

n I II II

L GIt- + L GIE,- L GtEI= o,
;= I 1 ;=1 i= l

5. Po oznaczeniu plynacego przez i-ta galaz pradu przezII
(dodatni znak IlOraz Et zgodny z oznaczeniami na rysunku l)
wypisujemy równania Kirchhoffa:

Rys. 3

) .' '. -- - - '.

. '.
Rys. 2

I
a stad poszukiwane napiecieUAB = -' +E,

Gl II

LG,
;=1

Widac, ze bez wprowadzenia przewodnosci koncowy wzór
mialby bardziej zlozona postac.
6. Przedstawione rozumowanie zawiera milczace zalozenie, ze
cisnienie powietrza w cylindrycznej czesci kanalu jest równe
cisnieniu panujacemu na zewnatrz oraz pomija sily powstajace
przy oplywie czolowej powierzchni walca.

Aby nie wdawac sie w skomplikowany problem tego oplywu,
rozpatrzmy przypadek, w którym walec jest od strony wlotowej
przedluzony rura o srednicy równej jego srednicy zewnetrznej -
jak na rysunku 3. Problem zostal w ,ten sposób sprowadzony do
przeplywu powietrza przez rure o zmiennej srednicy. Cisnienie
powietrza w czesci zwezonej, na skutek wzrostu jego predkosci,
spada w porównaniu z rura wlotowa. W stozkowej czesci
wylotowej natomiast, w zwiazku ze zmniejszeniem predkosci
przeplywu powietrza, cisnienie wzrasta. Z porównania srednic
i zwiazanych z tym predkosci przeplywu wynika, ze nie
przewyzsza ono tam jednak cisnienia panujacego w rurze
wlotowej, które dziala na powierzchnie czolowa walca. Stad
wniosek, ze "sila napedowa" dzialajaca na stozkowy wylot
kanalu nie moze przewyzszac "sily hamujacej" dzialajacej na .
powierzchnie czolowa walca. Dzieki lepkosci powietrza "sila
napedowa" bedzie w rzeczywistosci mniejsza od "sily
hamujacej".

-

Rys. I

(i = 1,2, u., n).

(3)

5. Obliczyc napiecie panujace miedzy punktamiA i B ukladu zlozonego zn
galezi zawierajlIcych dowolne opornosciR, i zródla sily elektromotorYCznejE,
(I = J. 2•..•• 11).

6. Dany jest wa1ecz wydrllZOnymwzd!uz osi kanalem. kt6ry sie rozszerza
stotkowo z jednego konca jak na rysunku 2-
Podczas poruszania tego walca w kierunku oznaczonym strzalka do kanalu od
jegowaskiej strony wpada powietr~. Po przeplynieciu powietrza do czesci
stotkowej kanalu jego cisnienie - zaodnie z prawem Bemoulliego - wzrasta.
Cisnienie to dzialaj~ na scianki stotkowego kanalu wywiera na walec pewnll
sile, nadajllcll mu naped w kierunku ruchu. Mamy wiec perpetuum mobile.
Wskazac blad w powyzszym rozumowaniu.

(1)

(2)

l
Dla wygody rachunków wprowadzamy przewodnoscGl = -;

RI

równanie (2) przyjmuje teraz postac

II I,
-+Et =--+E,.
Gl G,

Przypominamy tresc zadan:

6. Skladanie predkosci

x,
Rys.6b

Rozwazmy trzech obserwatorów inercjalnychOl~ 02,O;.-Niech
O2 porusza sie wzgledemOl z predkoscia V2', a O, wzgledem O2
z predkoscia V32' Dla predkosci duzo mniejszych od predkosci
swiatla

(*)

Informacje te mozna odczytac z diagramu czasoprzestrzennego
(rys. 6a). Linia swiata obserwatoraO2 w ukladzie (Xl, II) jest
jednoczesnie osia czasu ukladu(X2' (2), Poniewaz przy malych
predkosciach czas dla obu obserwatorów biegnie tak samo, osXl
(punkty o wspólrzednych II = O) pokrywa sie z osiaX,. Prosta
l, = l wprowadza skale czasu na osiach12i l,.
W jednostkowym czasie obserwatorO2 przebyl wzgledemO,

odcinek PQ, czyli dlugosc PQ jest równa V21' Podobnie'pS =
= V3h a QS = V32. Predkosc wypadkowa jest wiec suma
predkosci V32 i V21' Rys.6a

Rys. 6b przedstawia trzech obserwatorów poruszajacych sie z predkosciami bliskimi predkosci swiatla.
Niech OP bedzie jednostka czasu obserwatoraOl' Wtedy

1'Q = PQ = V,1o
S1'

oraz

V3, +V21

1+V32' V21

WS

OW
QS i V31

V32 = OQ

S1' 1
Z podobienstwa trójkatówQS1'i QOP wynika: - = --, czyli S1' = V'2

QS OQ
S1'+TW

czyli 1'Q = V'2' V21. Stad predkoscO, wzgledem 01 V'l = ~--
, 1+TQ
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