. 2 . Wezmy dwa dowolne, jednakowo zorientowane kwadraty a,a.asaq i bybabsbs. Wowczas
Gle'e Sa SrOdkl? $rodki odcinkéw a,by, by, asbs, asba, jesli sig nie pokrywaja, takze sq wierzcholkami
kwadratu (rys. 1). Wezmy dla odmiany dwa podobne ,,tréjkaty” a,a;a; i b,b2bs (dlatego
»trojkaty”, a nie trojkaty, ze punkty a,a.a; sa wspolliniowe). Wowcezas srodki odeinkow
Dr Jerzy BEDNARCZUK a.b,, ab,, ashs takie sa wspoiliniowe, a nawet sa wierzchotkami ,,tréjkata” podobnego do
. ayasas, oczywiscie, jesli sie te sSrodki nie pokrywaja (rys. 2).
Przed dalszym czytaniem warto pokusié si¢ o samodzielne udowodnienie obu tych faktow.

Okrag Apoloniusza

S Jezeli mamy dane dwa rézne punkty a i b oraz dodatnia i rézna od 1 liczbe 1, to zbiorem takich
punktow p, ze
a3 by b R
®) =t
pb
jest okrag (rys. 3).
Udowodnimy to. g
Znajac twierdzenie Talesa fatwo znajdziemy na prostej przechodzgcej przez punkty a i b takie
punkty c i d, ktére spelniaja warunek (*). Jeden z nich nalezy do odcinka ab, drugi do niego nie
nalezy (rys. 4). Wykazemy, Ze cd jest srednicg poszukiwanego okregu.
Weimy dowolny punkt p, spelniajacy (*). Wowczas
pa ca
—_— == —,
Rys. 2 ph ch
Waobec tego prosta pe jest dwusieczng kata wewnetrznego o wierzchoiku p w tréjkacie apb.
Podobnie prosta pd jest dwusieczng kgta zewnetrznego o tym samym wierzchotku w tym
. samym trojkacie (rys. 5). Kat & cpd jest wiec katem prostym, czyli punkt p istotnie nalezy do
okregu o srednicy cd. .
Rys. 3 Niech teraz punkt p nalezy do okregu o srednicy cd. Wykazemy, Ze p speinia warunek (*). Niech
punkty r i s beda takimi punktami prostej ap, Ze br || pd i bs || pe (rys. 6). Wowczas
a g b d Rys. 4 pa da = ca pa
i pr db b ps
2 Stad pr = ps, a poniewaz trojkat rbs jest tréjkatem prostokatnym, wiec pr = ps = pb.
W rezultacie
a c b d Rys. 5 E_=£=f____r
pb ps cb
Okrag, o ktérym tu méwiliémy, nazywany jest okregiem Apoloniusza wyznaczonym przez
) : punkty a i b oraz stosunek 7.

Podobienstwa

a c b [
U Kazde podobienistwo plaszczyzny euklidesowej mozna przedstawic¢ jako zloZenie izometrii
Rys. 6 j jednokladnoéci. Jedli jest to zloZenie izometrii parzystej i jednokladnoéci, to podobiesistwo takie

nie zmienia orientacji plaszczyzny i nazywane jest podobienstwem zgodnym. Zlozenie izometrii

a nieparzystej i jednokladnosci zmienia orientacje plaszczyzny i nazywane jest podobieristwem
a przeciwnym.
by Podobienstwa zgodne
o Podobiefistwo zgodne moZe byé w szczegdlnosci ziozeniem obrotu i jednokladnosci o wspolnym

ar by $rodku p, czyli tak zwanym podobiefistwem spiralnym o srodku p.
3 2 Wykazemy, ze kazde podobienstwo zgodne jest przesunieciem lub podobiefistwem spiralnym.
Skorzystamy tu z tego, Ze dla dowolnych roznych punktow a i b oraz réznych punktéw a, i b;
istnieja dokladnie dwa podobiefistwa f i g takie, ze f(a) = a;, f(b) = b, oraz g(a) = a,, g{b) =
= b,, przy czym jedno z tych podobienstw jest podobieristwem zgodnym, a drugie przeciwnym.
n'\/'a" Niech f bedzie podobienistwem zgodnym, ale nie przesunieciem. Obierzmy dwa dowolne rézne

/ol

b

punkty a i b i oznaczmy f(a) = ay, f(b) = b;. Dla dowodu wystarczy wskaza¢ taki punkt p, by

trojkaty pab i pa,b; byly podobne i mialy t¢ samg orientacjc. Wowczas bowiem f bedzie
Hvs. 8B
h p

zlozeniem obrotu woko! punktu p o kat ¥ apa; i jednokladnosci o srodku p, o stosunku =%
&,

a wiec podobienstwem spiralnym (rys. 75.

W przypadku, gdy proste ab i a;b, s3 rownolegle, takim punktem p jest po prostu punkt

przecigcia prostych aay i bb,, a f jest jednokiadnoscig (rys. 8)

Per s Jedli proste ab i a; b, przecinaja sie w punkcie r, poprowadZmy dwa okregi: O przez punkty
r, a, a,, oraz O, przez punkty r, b, b,. Moze si¢ okazaé, Ze sq one styczne w punkeie r, ale
wtedy r jest §rodkiem jednokladnosci przeksztalcajacej O; na O, i ,,trojkaty” rab i ra;b, sa

Rys.9 podobne. Wystarczy wigc przyjac p = r (rys. 9). Jesli natomiast okrggi O, i O przecinajq sig

&
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ay
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Rys. 10

Hys. 1

Rys. 12

Rys. 13

Rys. 14

Rys. 15

Rys. 16

w dwoch punktach, to poszukiwanym punktem p jest drugi ich punkt przecigeia (rys. 10).
Trojkaty pab i pa;b; sa podobne, bo przystajg katy « rbp i % rbip jako katy wpisane w O,
oparte na tych samych tukach; z podobnego powodu przystaja katy <« rap i £ ra,p, tyle tylko,
ze dzieje sig to w okrggu O, .

Przy powyiszej konstrukcji punktu p moZemy natkna¢ si¢ na trudnosci: moze okazac sie, Ze
okrag O, lub O; nie jest wyznaczony jednoznacznie, bo na przykiad punkty a, @,, b; sa
wspolliniowe, W tym przypadku na okregu O; przechodzacym przez punkty a, b, b, obieramy
taki punkt ¢, by cigciwy ab i cb, byly przystajace (rys. 11). Punkt p otrzymamy na przecigciu
okregu O z prosta ca, .

Podobienstwa przeciwne

Podobienstwo przeciwne moze by¢ w szezegolnosci zloZzeniem syrhetrii osiowej wzgledem pewnej
prostej K i jednokladnosci o $rodku p nalezacym do K, czyli tak zwanym odbiciem dylatacyjnym
o osi K i srodku p.

Kazde podobiefistwo przeciwne jest symetrig z poslizgiem lub odbiciem dylatacyjnym. Jak to
wykazac?

Niech f bedzie podobiefistwem przeciwnym, ale nie symetria z poslizgiem. Podobnie jak
poprzednio, obieramy dwa dowolne rézne punkty a i b i oznaczamy f(a) = a,, f(b) = b,. Tym
razem nalezy znalez¢ taki punkt p, by trojkaty pab i pa,b, byly podobne i mialy przeciwne

a
orientacje. Wtedy f bedzie zloZzeniem jednokladnosci o érodku p i stosunku i . przeksztalcajacej
: ap

anaa; i b na b, oraz symetrii wzgledem symetralnej K odcinka a.a, . Prosta K jest wowczas
rowniez symetralng odcinka b,b, i przechodzi przez p (rys. 12). Tym razem poszukiwania
punktu p pozostawiamy Czytelnikowi. Poszukiwania te mozna zacza¢ nie od punktu p, ale od
osi K, zwlaszcza ze latwo mozna zauwazyc, iz powinna ona mie¢ kierunek dwusiecznej kata
migdzy prostymi ab i a,b;.

Jeszcze raz podobienstwa

Obierzmy dwa dowolne rézne punkty @ i b oraz rozne punkty a, i b, takie, by diugosci
odcinkow ab i a,b, byly rozne. Znajdimy teraz taki punkt p, by trojkaty pab i pa,b, byly
podobne. Skoro trojkaty pab i pa,b, maja byé podobne, to powinni§my miec

pa ab pb ab
— = Orizs. e,
pa, a;bl Pbx ﬂ|b|

Z pierwszej rownosci wynika, Ze poszukiwany punkt p nalezy do okregu Apoloniusza

wyznaczonego przez punkty a i @, oraz rézny od jednosci stosunek . Z drugiej rownosci

a0y .
wynika natomiast, Ze p nalezy do okregu Apoloniusza wyznaczonego przez punkty & i b, oraz
ten sam stosunek. Jedli narysujemy obydwa okregi (rys. 13), to p; — jeden z ich punktow
przeciecia — bedzie $rodkiem podobienstwa spiralnego przeksztalcajacego odpowiednio a i b na
a; i b;, a drugi — p, — Srodkiem odbicia dylatacyjnego, takze przeksztalcajacego a'i b na
a, i by odpowiednio.

Raz jeszcze Srodki i nie tylko

Powrocmy do naszego zadania o kwadratach. Niech kwadraty a,a,asas 1 b, b,bsby beda
jednakowo zorientowane. Mamy wykazad, ze srodki ¢, odcinkow a b, sq wierzchotkami

kwadratu lub si¢ pokrywaja. Wiemy juZ, Zze podobienistwo przeksztalcajace odpowiednio punkty a;
na punkty b; jest przesunieciem lub podobienistwem spiralnym. W pierwszym przypadku srodki
odcinkéw ab; sa obrazami punktéw a; przy przesunieciu, a wige sa takze wierzcholkami
kwadratu (rys. 14). Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy podobienstwem tym jest podobienstwo
spiralne i niech punkt p bedzie jego $rodkiem (rys. 15). Podobienstwo to jest wige zlozeniem

b
obrotu wokél punktu p o kat ¥ a, pb, oraz jednokladnosci o $rodku p i stosunku i . Wobec
a,pr

bip

tego katy ¥ a.pb sg przystajace i liczby sq rowne, a stad wynika, z¢ wszystkie trojkaty

ap
a; pb, sa podobne. W takim razie i wszystkie trojkaty a; pe; sa podobne (rys. 16). Punkty ¢,
s3 wiec obrazami odpowiednio punktow a; przy zlozeniu obrotu wokot punktu p o kat < a, pey
cp
ap
Dowod powyZszy ma pewrig zalete. Mozna go bez istotnych zmian przepisac jako dowod
ogolniejszego twierdzenia:

z jednokiadno$cig o Srodku p 1 stosunku

, & wigc sa wierzcholkami kwadratu.

Jezeli figury F, i F, sa podobne i istnieje podobienstwo zgodne f, takie ze f(F,) = F,, to zbior
wszystkich takich punktow, ktére dziela w tym samym, ustalonym stosunku odcinki af(a), gdzie
a € F,, jest figurg podobng do F; lub wszystkie te punkty si¢ pokrywaja.




