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Gdzie sa srodki?
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Okrag Apoloniusza
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Jezeli mamy dane dwa rózne punktya i b oraz dodatnia i rózna od 1 liczbet, to zbiorem takich
punktów p, ze

pa ca
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pb ch

Wobec tego prostapc jest dwusieczna kata wewnetrznego o wierzcholkup w trójkacie aph.
Podobnie prostapd jest dwusieczna kata zewnetrznego o tym samym wierzcholku w tym

samym trójkacie (rys. 5). Kat ~cpd jest wiec katem prostym, czyli punktp istotnie nalezy do
okregu o srednicycd.
Niech teraz punktp nalezy do okregu o srednicycd. Wykazemy, zep spelnia warunek (*). Niech
punkty r i s beda takimi punktami prostejap, ze br II pd i bs IIpc (rys. 6). Wówczas

pa da ca pa
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Stad pr = ps, a poniewaz trójkat rbs jest trójkatem prostokatnym, wiecpr = ps = pb.
W rezultacie

Wezmy dwa dowolne, jednakowo zorientowane kwadratyala2a3a4 i blb2b3b4. Wówczas
srodki odcinków albl, a2b2' a3b3, a4b4,jesli sie nie pokrywaja, takze sa wierzcholkami
kwadratu (rys. l). Wezmy dla odmiany dwa podobne "trójkaty"ala2a3 i blb2b3 (dlatego
"trójkaty", a nie trójkaty, ze punktyala2a3 sa wspólliniowe). Wówczas srodki odcinków
albl, a2b2, a3b3takze sa wspólliniowe, a nawet sa wierzcholkami "trójkata" podobnego do
ala2a3, oczywiscie, jesli sie te srodki nie pokrywaja (rys. 2).
Przed dalszym czytaniem warto pokusic sie o samodzielne udowodnienie obu tych faktów.

jest okrag (rys. 3).
Udowodnimy to.
Znajac twierdzenie Talesa latwo znajdziemy na prostej przechodzacej przez punktya i b takie
punkty c i d, które spelniaja warunek (*). Jeden z nich nalezy do odcinkaab,drugi do niego nie
nalezy (rys. 4). Wykazemy, zecd jest srednica poszukiwanego okregu.
Wezmy dowolny punktp, spelniajacy (*). Wówczas
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Podobienstwo zgodne moze byc w szczególnosci zlozeniem obrotu i jednokladnosci o wspólnym
srodku p, czyli tak zwanym podobienstwem spiralnym o srodkup.
Wykazemy, ze kazde podobienstwo zgodne jest przesunieciem lub podobienstwem spiralnym.
Skorzystamy tu z tego, ze dla dowolnych róznych punktówa i b oraz róznych punktówal ibl
istnieja dokladnie dwa podobienstwaji g takie, zef(a)'= al,/(b) = bl oraz g(a) = al, g(b) =

= bl, przy czym jedno z tych podobienstw jest podobienstwem zgodnym, a drugie przeciwnym.
Niech j bedzie podobienstwem zgodnym, ale nie przesunieciem. Obierzmy dwa dowolne rózne
punkty a i b i oznaczmy f(a) = al, j(h) = bl' Dla dowodu wystarczy wskazac taki punktp, by
trójkaty pab i palbl byly podobne i mialy te sama orientacje. Wówczas bowiemjbedzie

Podobienstwa

zlozeniem obrotu wokól punktup o kat ~ apal i jednokladnosci o srodkup, o stosunku "IP

Podobienstwa zgodne

pa pa ca
-=-=-=t.
pb ps cb

Okrag, o którym tu mówilismy: nazywany jest okregiem Apoloniusza wyznaczonym przez
punkty a i b oraz stosunekt.

Kazde podobienstwo plaszczyzny euklidesowej mozna przedstawic jako zlozenie izometrii
i jednokladnosci. Jesli jest to zlozenie izometrii parzystej i jednokladnosci, to podobienstwo takie
nie zmienia orientacji plaszczyzny i nazywane jest podobienstwem zgodnym. Zlozenie lzometrii
nieparzystej i jednokladnosci zmienia orientacje plaszczyzny i nazywane jest podobienstwem
przeciwnym.
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a wiec podobienstwem spiralnym (rys. 7).
W przypadku, gdy prosteab i albl sa równolegle, takim punktemp jest po prostu punkt
przeciecia prostychaal i bbl, afjest jlldnokladnoscia (rys.8).

Jesli prosteab i al bl przecinaja sie'w punkcier, poprowadzmy dwa okregi:Ol przez punkty
r, a, al, oraz O2 przez punkty r, h, bl • Moze sie okazac, ze sa one styczne w punkcie r, ale
wtedy r jest srodkiem jednokladnosci przeksztalcajacejOl na O2 i " trójkat y" rab i ralb, sa

Rys.9 podobne. Wystarczy wiec przyjacp_= r (rys. 9). Jesli natomiast okregiOl i Ol przecinaja. sie
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Rys. 10

w dwóch punktach, to poszukiwanym punktemp jest drugi ich punkt przeciecia (rys. 10).
Trójkaty pab i palb, sa podobne, bo przystaja katy ~rbp i ~. rb, p jako katy wpisane wO,
oparte na tych samych lukach; z podobnego powodu przystaja katy ~rap i ~ ra, p, tyle tylko,
ze dzieje sie to w okregu O, .
Przy powyzszej konstrukcji punktup mozemy natknac sie na trudnosci: moze okazac sie, ze
okrag Ol lub O, nie jest wyznaczony jednoznacznie, bo na przyklad punktya, a" bl sa
wspólliniowe. W tym przypadku na okregu O, przechodzacym przez punktya, b, b, obielamy
taki punkt c, by cieciwyab i Cbl byly przystajace (rys. II). Punktp otrzymamy na przecieciu
okregu O, z prostaca,.

Podobienstwa przeciwne
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Rys. 12

Podobienstwo przeciwne moze byc w szczególnosci zlozeniem symetrii osiowej wzgledem pewnej
prostej K i jednokladnosci o srodkup nalezacym doK, czyli tak zwanym odbiciem dylatacyjnym
o osi K i srodku p.
Kazde podobienstwo przeciwne jest symetria z poslizgiem lub odbiciem dylatacyjnym. Jak to
wykazac?

Niech I bedzie podobienstwem przeciwnym, ale nie symetria z poslizgiem. Podobnie jak

poprzednio, obieramy dwa dowolne rózne punktya i b i oznaczamy I(a) = u, ,/(b) = h" Tym
razem nalezy znalezc taki punktp, by trójkaty pab i pa,b, byly podobne i mialy przeciwne

orientacje. WtedyI bedzie zlozeniem jednokladnosci o srodkup i stosunku al P , przeksztalcajacej
. ap

a na a, i b na b, oraz symetrii wzgledem symetralnejK odcinka a2a,. Prosta K jest wówczas
równiez symetralna odcinkab,b, i przechodzi przezp (rys. 12). Tym razem poszukiwania
punktu p pozostawiamy Czytelnikowi. Poszukiwania te mozna zaczac nie od punktup, ale od
osi K, zwlaszcza ze latwo mozna zauwazyc, iz powinna ona miec kierunek dwusiecznej kata
miedzy prostymi ab i a,b,.

Jeszcze raz podobienstwa

Obierzmy dwa dowolne rózne punktya i b oraz rózne punktya, i b, takie, by dlugosci
odcinków Gb i a,b, byly rózne. Znajdzmy teraz taki punktp, by trójkaty pab i palb, byly
podobne, Skoro trójkatypab i palb, maja byc podobne, to powinnismy miec

Powrócmy do naszego zadania o kwadratach. Niech kwadratya,a,a3a4 i b,b,b3b4 beda
jednakowo zorientowane. Mamy wykazac, ze srodkiCI odcinków ~sa wierzcholkami

Rys. 14 kwadratu lub sie pokrywaja. Wiemy juz, ze podobienstwo przeksztalcajace odpowiednio punkty'ai

na punkty bi jest przesunieciem lub podobienstwem spiralnym. W pierwszym przypadku srodki
odcinków alb, sa obrazami punktówa, przy przesunieciu, a wiec sa takze wierzcholkami
kwadratu (rys. 14). Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy podobienstwem tym jest podobienstwo
spiralne i niech punktp bedzie jego srodkiem (rys. 15). Podobienstwo to jest wiec zlozeniem

obrotu wokól punktu p o kat ~ a,pb, oraz jednokladnosci o srodkup i stosunku b, p . Wobec
alP

b, tego katy ~ alpb, sa przystajace i liczbybip sa równe, a stad wynika, ze wszystkie trójkaty
a,p

a,pb, sa podobne. W takim razie i wszystkie trójkatyalpc, sa podobne (rys. 16). PunktyCI

Rys. 15 sa wiec obrazami odpowiednio punktówal przy zlozeniu ohrotu wokól punktup o kat ~ a,PC,

z jednokladnoscia o srodkup i stosunku c,P, a wiec sa wierzcholkami kwadratu.
a,P

Dowód powyzszy ma pewrfa zalete. Mozna go bez istotnych zmian przepisac jako dowód
ogólniejszego twierdzenia:

Jezeli figury.F, iF, sa podobne i istnieje podobienstwo zgodnef, takie zef(F.) = F" to zbiór
wszystkich takich punktów, które dziela w tym samym, ustalonym stosunku odcinkial(a), gdzie

Rys. 16 a E F" jest figura podobna doF, lub wszystkie te punkty sie pokrywaja.

pb ab-----
pb, alb,

oraz
pa ab

Z pierwszej równoSGi wynika, ze poszukiwany punktp nalezy do okregu Apoloniusza
ab

wyznaczonego przez punktya i a I oraz rózny od jednosci stosunek --. Z drugiej równosci
alb,

wynika natomiast, zep nalezy do okregu Apoloniusza wyznaczonego przez punktyb i b, oraz
ten sam stosunek. Jesli narysujemy obydwa okregi (rys. 13), top, - jeden z ich punktów
przeciecia - bedzie srodkiem podobienstwa spiralnego przeksztalcajacego odpowiednioa i b na
a, i b" a drugi - p, - srodkiem odbicia dylatacyjnego, takze przeksztalcajacegoa i b na
a, i bl odpowiednio.

Raz jeszcze srodki i nie tylko

Rys. 13

p

5


