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Przykladem, gdy promieniom swietlnym
hiegngeym po roinych torach migdzy
punktami 4 i B odpowiadajg takie same drogi
optyczne, jest sytuacja, gdy 8 jest obrazem A
utworzonym za pomocyg soczewki skupiajgcej.
Podobnie, gdy A | B sa dwoma ogniskami
elipsy, wszystkie promienie docierajgce z 4

do B po odbiciu od elipsy przebywaja te sama
droge. Jezeli czesé tuku elipsy zastypimy
lukiem o wigkszej krzywiznie (na rysunku luk
CD), 1o rzeczywisty tor bedzie odpowiadal
lokalnemu maksimum drogi optycznej (gdy
krzywizna jest mniejsza — realizowane jest
minimum).

Aby okresli¢ ruch ciala materialnego, musimy wiedzied, jakie sily dzialaja na to cialo oraz jakie
sq tak zwane warunki poczatkowe, czyli polozenie 1 predkosé ciala w pewnej poczatkowej
chwili czasu 1, (np. dla 7, = 0). Cialo swobedne porusza sie ruchem jednostajnym po linii
prosiej przechodzacej przez punkt okreslajacy poczatkowe polozenie ciala i réwnoleglej do
kierunku predkoscei poczatkowej. W przypadku rzutu ukos$nego w pelu grawitacyjinym
paraboliczny tor tego ruchu okredlony jest jednoznacznie przez punkt, z ktérego cialo zostato
wyrzucone i przez kierunek oraz dlugos¢ wektora predkosci w tym punkcie,

W mechanice spotykamy si¢ jednak czesto z zagadnieniami innego typu, gdy zamiast warunkow
poczgtkowych mamy okreslone tak zwane warunki brzegowe, czyli znamy polozenie ciala

na poczatku i koficu ruchu. Dobrym przykladem takiego zagadnienia jest podro? z Ziemi

na Ksiezyc. Punkt poczatkowy toru statku kosmicznego znajduje si¢ na powierzchni Ziemi,

a koficowy na powierzchni Ksigzyca. Aby trafi¢ w Ksiezyc (zapomnijmy na moment

o poprawkach toru dokenywanych w trakeie lotu), musimy odpowiednio dobraé polozenie

i predkos¢ rakiety w chwili startu, a wiec warunki brzegowe musimy przetlumaczyé na warunki
poczgtkowe. MoZna jednak problem postawié w inny sposob: jak znalezé tor (lub réwnanie
rozniczkowe okreslajgee tor) ciala poruszajgcego si¢ w danym polu sit miedzy punktami 4
(poczatkowym) i B (koficowym)? Lub ogélniej: czy istnieje jaka$ zasada, za pomoca ktorej
mozna otrzymac réwnania ruchu w mechanice?

Odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca, a zasada tego typu pojawila sig najpierw w optyce
geometrycznej, gdzie znana jest obecnie pod nazwg zasady Fermata. Okresla ona tor promienia
Swietlnego w osrodku, w ktérym wspétezynnik zalamania zalezy od polozenia. Zgodnie z ta
zasadg promieri $wietlny biegnie miedzy dwoma punktami 4 i B po takim torze, wzdiuz
ktorego droga optyczna ma wartos¢ ekstremalna (w wigkszosci przypadkéw jest to minimum).
Gdy wspoiczynnik zalamania jest staly, n = const, droga optyczng nazywamy iloczyn n

i dtugoéci toru promienia $wietlnego, gdy natomiast n zmienia si¢ od punktu do punktu,

to dzielimy tor na odcinki na tyle krotkie, ze na kazdym z nich wspélezynnik zalamania
mozna uwazac za staly. Droga optyczna jest wiedy zdefiniowana jako:

(1) droga optyczna = Z n Asy,
i

gdzie i, jest wartoscig wspolczynnika zalamania na ;‘-tym odeinku, a As; dlugoicia tego
odcinka. W granicy, gdy 4s, dazy do zera i jednoczesnie liczba punktow podzialu dazy
do nieskoriczonosci, otrzymujemy

B
(2) droga optyczna = S n(s)ds.

4

Przez dwa punkty A4 i B mozna przeprowadzi¢ dowolnie wiele hipotetycznych toréw promienia
swietlnego i dla kazdego z nich obliczy¢ droge optyczna. Wzdluz jednego z nich droga optyczna

5. Dwaj obserwatorzy

Lini¢ $wiata pierwszego mieszkarica naszego jednowymiarowego $wiata moglismy wybrac

dowolnie. Dla nastgpnych nie mamy juz tej swobody wyboru, bo poruszaig sie wzgledem

pierwszego w okreélony sposab,

Zalozmy, ze linie $wiata dwoch obserwatorow inercjalnych 01 0° przecinajg si¢ w punkcie O

i w tym punkcie synchronizujg oni swoje zegary (rys. Sa). Wedlug 0 w czasie OP obserwator
PQ

0 oddalit sig od niego na odleglo$¢ PQ, czyli predko$é 0 wzgledem 0 jest rowna ¥ = T

Obserwator 0" moze, podobnie jak to zrobit 0 w czeéci 4,
wprowadzi¢ swoja os odlegloici tak, by mierzona przez niego

predkosé swiatla o5 byla rowna jednosci. Na razie nie znamy

zwigzku migdzy skalami czasu i odleglosci obu obserwatorow,

a wigc nie potrafimy przetlumaczyc wynikow pomiarow jednego
na wyniki drugiego. Mozliwe jest jednak jakosciowe poroéwnanie
obserwacji. W tym celu najlepiej postuzy¢ sie opisanym
wczesnie] kartonikiem z wycigciem. Kartonik trzeba teraz
przesuwac tak, aby wycigcie bylo réwnolegle do osi odlegiosci,
a linia Swiata obserwatora byla widoczna zawsze w tym samym
punkcie szczeliny (rys. 5b). Prowadzenie kartonika moga ulatwic¢
dodatkowe linie (na rysunku zaznaczone kolorem). W

szczelinie widoczne sg zdarzenia zachodzace rownoczesnie

z punktu widzenia danego obserwatora.
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nl = minimum

(/ jest dlugoscia toru promienia swietlnego). Swiatlo rozchodzi si¢ wiec wiedy wzdtuz linii
prostej. Ciekawszy przykiad stanowi prawo zalamania $wiatla, ktére wynika takze z zasady
Fermata: promien swietlny przechodzi przez granice dwoch oérodkow w taki sposob, ze droga

39 optyczna jest minimalna (patrz np. Grzegorz BIALKOWSKI, Biblioteczka Delry t. 4, str. 4),
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Zasada Fermata w optyce geometrycznej stanowila inspiracje dla sformulowania analogicznych
zasad w mechanice. Sprobujmy potraktowaé obszar, w ktorym na cialo dziataja sily, podobnie
jak osrodek optyczny o zmiennym wspolczynniku zalamania; odpowiednikiem toru promienia
$wietlnego bedzie wtedy tor ciala. Nie nalezy stad oczywiscie wnioskowac, ze ruch mechaniczny
i rozchodzenie si¢ $wiatia w optyce geometrycznej to jedno i to samo. Chcemy sig tu postuZy¢
167 tozy jedynie pewna analogia, ktoéra moze by¢ pomocna przy znajdowaniu toru ciala materialnego
poruszajacego si¢ w polu sit. Jezeli sily dzialajace na cialo sa zachowawcze (czyli Ze mozna

i 3 L wprowadzi¢ energie potencjalna V(r)), to okazuje si¢. ze rolg wspolczynnika zalamania odgrywa
e M gt nastepujaca wielkosdd: :
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s wzglednie pierwsze, wige K = . . . : a . . s .
e 39 gdzie E jest calkowita energia ciala (stalg w czasie ruchu). Ruch miedzy punktami A i B odbywa
jest réwniek callowite. N— M = 101900 - K,

sig po takim torze, Ze
ceyli M 1 N majg takie same ostatnie 1000

eyfr, n mianowicie 5641PP .., P
e
166 razy

()

B
j ¥ E—V(r)ds = ekstremum.
A

Rownanie (5) nosi nazwe zasady Jacobiego; pozwala ona okresli¢ ksztalt toru, nie mozemy
jednak za jej pomoca wyznaczy¢ zaleznosci polozenia ciata od czasu, (Polecamy Czytelnikowi
sprawdzenie, ze funkcja podcatkowa we wzorze (5) jest proporcjonalna do predkosci. Jak
zalezy od predkosci $wiatla w osrodku funkcja podcatkowa w zasadzie Fermata?)

Gléwnym problemem, ktéry chcemy rozwigzac w mechanice, jest jednak nie tyle sam ksztalt
toru, co zaleznoéé polozenia ciala od czasu (wynika z niej zresztg takze ksztalt toru). Ogélng
zasadg pozwalajaca okreslié ewolucje czasowa jest tak zwana zasada najmniejszego dziatania
Hamiltona. Zgodnie z nig ruch ciala materialnego odbywa sig w taki sposob, Ze pewna wielkos¢
zwana dzialaniem ma warto$¢ minimalna, a scisle mowiac ekstremalna, z tym ze w wigkszosci
przypadkéw jest to minimum. Dzialanie zdefiniowane jest w nastgpujacy sposob:

(6)

Na rysunku 5c przedstawiona jest historia jednowymiarowego
|,gazu’” zlozonego z trzech jednakowych czastek. Gaz zamkniety
jest w naczyniu. Przy kazdym zderzeniu czastki wymieniaja sig
predkoséciami, bo zderzenia s3 sprezyste. Warto przenies¢ rys. 5¢
na wieksza kartkeg i obejrze¢ za pomoca kartonika. Przebieg
zdarzen dla obserwatora 0, dla ktérego naczynie spoczywa, jest
inny niz dla poruszajacego si¢ obserwatora 0°. Dla 0 zdarzenia
A i Boraz Ci D sa rownoczesne, a dla 0° rownoczesne s3
darzenia C i E. Dla jakiego obserwatora rownoczeénie nastapia
odbicia Bi C?

g
dzialanie = S Ldr,
ta

Wzglednos¢ rownoczesnosci ma takZe wplyw na pomiar
odleglodci. Diugos¢ preta mierzy sig wyznaczajac w tej samej
chwili wspolrzedne jego koficow. Poniewaz zdarzenia réwnoczesne
w jednym ukladzie inercja!nyné nie sa rownoczesne w innym,
wynik pomiaru zalezy od ukladu odniesienia, Czytelnikowi
pozostawiamy prze$ledzenie pomiaréw na podstawie rysunku 5d.
Jednak dopiero znalezienie zwiazku migdzy skalami odleglosci

i czasu w 0 i 0’ pozwoli na ilosciowe poréwnanie wynikow.
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gdzie funkcja L, zwana funkcjg Lagrange’a, rowna jest réznicy energii kinetycznej i potencjalnej:
L = Eyn—V, 14 jest chwila czasu, gdy cialo znajdowalo si¢ w punkcie 4, a 15 — chwila,

w ktéréj osiggnelo koncowy punkt B. Zauwazmy, ze calkujemy teraz nie wzgledem przebytej
drogi, lecz wzgledem czasu.

Czy zasada Hamiltona i ,,zwykle” rownanie mechaniki: F = ma, sa sobie rGwnowazne?
Oczywiscie, tak; w przeciwnym razie nie doszloby w ogole do jej sformulowania. Praktyczne
znaczenie zasady najmniejszego dzialania polega na tym, Ze pozwala ona okreéli¢ ruch bardziej
skomplikowanych ukladéw mechanicznych w sposdb duzo prostszy niZz rownanie F = ma.
Glowng jednak zaletg zasady Hamiltona jest to, Ze ,,ignoruje” ona sily reakcji wiezow,; cheac
natomiast napisa¢ rownanie Newtona, musimy uwzglednic¢ wszystkie sily.

Zasada najmniejszego dzialania ma takZe pewne znaczenie uniwersalne — za jej pomoca mozna
sformutowaé nie tylko rownania mechaniki, lecz takze, na przyklad, rownania pola grawitacyjinego
czy rownania pola elekiromagnetycznego. Moze ona tez stanowi¢ dogodny punkt wyjscia przy
przejsciu od teorii klasycznych do teorii kwantowych i to nie tylko mechaniki, lecz takze teorii
znacznie bardziej skomplikowanych, jak na przykiad elektrodynamika.

Rozpatrzmy na zakonczenie prosty przykiad ilustrujacy zasade Hamiltona. Jak wiemy, droga
przebyta w czasie r przez cialo rzucone pionowo w polu grawitacyjnym wyraza si¢ wzorem

(7 z(t) = —%:‘+br+r,

przy czym o$ z skierowalismy pionowo do gory, a wartosci b i ¢ zalezg od warunkow
poczatkowych badz brzegowych. Jezeli rzut nastapil z wysokosci / i cialo po czasie 1, spadio
na powierzchnig Ziemi, to
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2r t+h,

(8) z(t) = =
o

Czyli 2(0) = h, z(10) = 0. Ksztalt funkcji z(¢) przedstawiony jest na rysunku grubg linia.
Zgodnie z tym, co powiedzieliémy o zasadzie najmniejszego dzialania, sposrod wszystkich
mozliwych funkcji z(t), takich ze z(0) = h i z(to) = 0 (tak zwanych funkcji poréwnawczych
zaznaczonych na rysunku cienkimi liniami) rzucone pionowo cialo ,,wybierze” takg zaleznosé¢
z(r), dla ktorej dzialanie bedzie mialo warto$¢ minimalng. Aby przekonaé sie, ze tak jest istotnie,
rozpatrzmy funkcje porownawcze postaci:
1 2
& = (*2" g— '?) o

9 zr,a(n=(——+r,a)r’— _ Itk

2 0
Zauwazmy, ze wszystkie one spelniaja nasz warunek brzegowy
(zn(0) = h, zn(te) = 0) i dla § = 0 otrzymujemy rzeczywista zalezno$¢ drogi od czasu (7).
Jezeli teraz obliczymy dzialanie przyjmujac, ze zaleznos¢ z od czasu dana jest wzorem (9),
to dzialanie to powinno mie¢ minimum dla # = 0. ZnajdZmy najpierw funkcje Lagrange'a:

1 dzy
L=Eu—V= —m( ) —mgzn,

dr
a wiec
1 2
(e
1 2
(10) L=—_—m|(-g+2mr— —=—— | —
2 fo
1 \
b (2" ")
—mg (_...-—{»-q f L t+h

Podstawiajac (10) do (6) i wykonujac proste catkowanie otrzymujemy
Ll

1
(1 S Ldf——mro(q +—)+——(h grd),
3 6

a wiec dzialanie S traktowane jako funkcja 1 ma posta¢ § = 4n*+ B, przy czym 4 > 0.
Widzimy stad, Ze istotnie dla 5 = 0 dzialanie ma minimum.

Przedstawiony tu przyklad stanowi tylko ilustracjg zasady najmniejszego dzialania w przypadku
rzutu pionowego, a nie jej dowod, bowiem ze zbioru wszystkich mozliwych funkcji poréwnawcezych
wybrali$my tylko pewna ich klase okreslong wzorem (9). Istnieje oczywiscie ogolny dowod
rownowaznosci zasady Hamiltona i rownania Newtona przeprowadzony za pomocg metod
rachunku wariacyjnego.



