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.najmniejSzego
dzialania

Aby okreslic ruch ciala materialnego, musimy wiedziec, jakie sily dzialaja na to cialo oraz jakie
sa tak zwane warunki poczatkowe, czyli polozeniel predkosc ciala w pewnej poczatkowej
chwili czaStl to (np. dla to = O), Cialo swobodne porusza sie ruchem jednostajnym po linii
prostej przechodzacej przez punkt okreslajacy poczatkowe polozenie ciala i równoleglej do
kierunku predkosci poczatkowej. W przypadku rzutu ukosnego w polu grawitacyjnym
paraboliczny tor tego ruchu okreslony jest jednoznacznie przez punkt, z którego cialo zostalo
wyrzucone i przez kierunek oraz dlugosc wektora predkosci w tym punkcie.

Dr Adam BECHLER W mechanice spotykamy sie jednak czesto z zagadnieniami innego typu, gdy zamiast waruILI(ów
poczatkowych mamy okreslone tak zwane warunki brzegowe, czyli znamy polozenie ciala
na poczatku i koncu ruchu. Dobrym przykladem takiego zagadnienia jest podróz z Ziemi
na Ksiezyc. Punkt poczatkowy toru statku kosmicznego znajduje sie na powierzchni Ziemi,
a koncowy na powier~chni Ksiezyca. Aby trafic w Ksiezyc (zapomnijmy na moment
o poprawkach toru dokonywanych w trakcie lotu), musimy odpowiednio dobrac polozenie
i predkosc rakiety w chwili startu, a wiec warunki brzegowe musimy przetlumaczyc na warunki
poczatkowe. Mozna jednak problem postawic w inny sposób: jak znalezc tor (lub równanie
rózniczkowe okreslajace tor) ciala poruszajacego sie w danym polu sil miedzy punktamiA

(poczatkowym) iB (koncowym)? Lub ogólniej: czy istnieje jakas zasada, za pomoca której
mozna otrzymac równania ruchu w mechanice?

gdzie ni jest wartoscia wspólczynnika zalamania nai-tym odcinku, aLIs, dlugoscia tego
odcinka. W granicy, gdyLISi dazy do zera i jednoczesnie liczba punktów podzialu dazy
do nieskonczonosci, otrzymujemy

droga optyczna = L niLlsi,
i

(2)

(I)

Odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca, a zasada tego typu pojawila sie najpierw w optyce
geometrycznej, gdzie znana jest obecnie pod nazwa zasady Fermata. Okresla ona tor promienia
swietlnego w osrodku, w którym wspólczynnik zalamania zalezy od polozenia. Zgodnie z ta
zasada promien swietlny biegnie miedzy dwoma punktamiA i B po takim torze, wzdluz
którego droga optyczna ma wartosc ekstremalna (w wiekszosci przypadków jest to minimum).
Gdy wspólczynnik zalamania jest staly,n = const, droga optyczna nazywamy iloczynn
i dlugosci toru promienia swietlnego, gdy natomiastn zmienia sie od punktu do punktu,
to dzielimy tor na odcinki na tyle krótkie, ze na kazdym z nich wspólczynnik zalamania
mozna uwazac za staly. Droga optyczna jest wtedy zdefiniowana jako:

B

droga optyczna= ~n(s)ds ..
A

Przez dwa punktyA i B mozna przeprowadzic dowolnie wiele hipotetycznych torów promienia
swietlnego i dla kazdego z nich obliczyc droge optyczna. Wzdluz jednego z nich droga optyczna

Przykladem. gdy promienIOm sWietlnym

biegnacym po róznych torach miedzy

punktami A i B odpowiadaja takie same drogi
optyczne, jest sytuacja, gdyB jest obrazem A

utworzonym za pomoca soczewki skupiajacej.
Podobnie, gdyA i B sa dwoma ogniskami

elipsy, wszystkie promienie docierajace z A

do B po odbiciu od elipsy przebywaja te sama

droge. Jezeli czesc luku elipsy zastapimy
lukiem o wiekszej krzywiznie (na rysunku luk

CD), to rzeczywisty tor bedzie odpowiadal

lokalnemu maksimum drogi optycznej (gdy

krzywizna jest mniejsza ~ realizowane jest
minimum).

5. Dwaj obserwatorzy

Linie swiata pierwszego mieszkanca naszego jednowymiarowego swiata moglismy wybrac
dowolnie. Dla nastepnych nie mamy juz tej swobody wyboru, bo poruszaja sie wzgledem
pierwszego w okreslony sposób.

Zalózmy, ze linie swiata dwóch obserwatorów inercjalnychO i O' przecinaja sie w punkcie O
i w tym punkcie synchronizuja oni swoje zegary (rys. Sa). WedlugO w czasie OP obserwator

O oddalil sie od niego na odlegloscPQ, czyli predkosc O' wzgledem O jest równa V = PQ .
OP

t t Obserwator O' moze, podobnie jak to zrobilO w czesci 4,
wprowadzic swoja os odleglosci tak, by mierzona przez niego

ST
Predkosc swiatla -- byla równa jednosci. Na razie nie znamy

OS . - •
zwiazku miedzy skalami czasu i odleglosci obu obserwatorów,
a wiec nie potrafimy przetlumaczyc wyników pomiarów jednego
na wyniki drugiego. Mozliwe jest jednak jakosciowe porównanie
obserwacji. W tym celu najlepiej posluzyc sie opisanym
wczesniej kartonikiem z wycieciem. Kartonik trzeba teraz
przesuwac tak, aby wyciecie bylo równolegle do osi odleglosci.
a linia swiata obserwatora byla widoczna zawsze w tym samym
punkcie szczeliny (rys. Sb). Prowadzenie kartonika moga ulatwic
dodatkowe linie (na rysunku zaznaczone kolorem). W
szczelinie widoczne. sa zdarzenia zachodzace równoczesnie
z ounktu widzenia danego obserwatora.



bedzie miala wartosc minimalna i to jest wlasnie tor, który zostaje "wybrany" przez promien
swietlny w osrodku, Jezeli wspólczynnik zalamania jest staly, mozna go wyniesc przed calke
we wzorze (2) i zasada Fermata mówi, ze

(I jest dlugoscia toru promienia swietlnego). Swiatlo rozchodzi sie wiec wtedy wzdluz linii

prostej. Ciekawszy przyklad stanowi prawo zalamania swiatla, które wynika takze z zasady
Fermata: promien swietlny przechodzi przez granice dwóch osrodków w taki sposób, ze droga
optyczna jest minimalna (patrz np. Grzegorz BIALKOWSKI,Biblioteczka Deltyt. 4, str. 4),

Zasada Fermata w optyce geometrycznej stanowila inspiracje dla sformulowania analogicznych
zasad w mechanice. Spróbujmy potraktowac obszaI, w którym na cialo dzialaja sily, podobnie
jak osrodek optyczny o zmiennym wspólczynniku zalamania; odpowiednikiem toru promienia
swietlnego bedzie wtedy tor ciala, Nie nalezy stad oczywiscie wnioskowac, ze ruch mechaniczny
i rozchodzenie sie swiatla w optyce geometrycznej to jedno i to samo, Chcemy sie tu posluzyc
jedynie pewna analogia, która moze byc pomocna przy znajdowaniu toru ciala materialnego
poruszajacego sie w polu sil. Jezeli sily dzialajace na cialo sa zachowawcze (czyli ze mozna
wprowadzic energie potencjalnaV(r)), to okazuje sie, ze role wspólczynnika zalamania odgrywa
nastepujaca wielkosc:

(4) "wspólczynnik zalamania"= YE- V(r),

gdzie E jest calkowita energia ciala (stala w czasie ruchu). Ruch miedzy punktamiA i B odbywa

sie po takim torze, ze
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(5)

ni = minimum

B

i V E - V(r) ds = ekstremum.
A

Równanie (5) nosi nazwe zasady Jacobiego; pozwala ona okreslic ksztalt toru, nie mozemy

jednak za jej pomoca wyznaczyc zaleznosci polozenia ciala od czasu. (Polecamy Czytelnikowi
sprawdzenie, ze funkcja podcalkowa we wzorze (5) jest proporcjonalna do predkosci. Jak
zalezy od predkOsci swiatla w osrodku funkcja podcalko'waw zasadzie Fermata?)

Glównym problemem, który chcemy rozwiazac w mechanice, jest jednak nie tyle sam ksztalt
toru, co zaleznosc polozenia ciala od czasu (wynika z niej zreszta takze ksztalt toru). Ogólna

zasada pozwalajaca okreslic ewolucje czasowa jest tak zwana zasada naj mniejszego dzialania
Hamiltona. Zgodnie z nia ruch ciala materialnego odbywa sie w taki sposób, ze pewna wielkosc
zwana dzialaniem ma wartosc minim!llna, a scisle mówiac ekstremalna, z tym ze w wiekszosci
przypadków jest to minimum, Dzialanie zdefiniowane jest w nastepujacy sposób:

Rys. 5c

(6)
/B

dzialanie = ~ Ldt,
/A

K\,>.5J

x

Na rysunku 5c przedstawiona jest historia jednowymiarowego
"gazu" zlozonego z trzech jednakowych czastek. Gaz zamkniety
jest w naczyniu. Przy kazdym zderzeniu czastki wymieniaja sie
predkosciami, bo zderzenia sa sprezyste. Warto przeniesc rys. 5c
na wieksza kartke i obejrzec za pomoca kartonika. Przebieg
zdarzen dla obserwatoraO, dla którego naczynie spoczywa, jest
inny niz dla poruszajacego sie obserwatoraO', Dla O zdarzenia
A i B oraz C i D sa równoczesne, a dlaO' równoczesne sa
zdarzenia C iE. Dla jakiego obserwatora równoczesnie nastapia
odbicia B i C?

Wzglednosc równoczesnosci ma takze wplyw na pomiar
odleglosci. Dlugosc preta mierzy sie wyznaczajac w tej samej
chwili wspólrzedne jego konców. Poniewaz zdarzenia równoczesne
w jednym ukladzie inercjalnym nie sa równoczesne w innym,
wynik pomiaru zalezy od ukladu odniesienia. Czytelnikowi
pozostawiamy przesledzenie pomiarów na podstawie rysunku 5d.
Jednak dopiero znalezienie zwiazku miedzy skalami odleglosci
i czasu wO i O' pozwoli na ilosciowe porównanie wyników.



gdzie funkcja L, zwana funkcja Lagrange'a, równa jest róznicy energii kinetycznej i potencjalnej:

L = Ek.•,- V, tA jest chwila czasu, gdy cialo znajdowalo sie w punkcieA, a ts - chwila,
w której osiagnelo koncowy punktB. Zauwazmy, ze calkujemy teraz nie/wzgledem przebytej
drogi, lecz wzgledem czasu.

Czy zasada Hamiltona i "zwykle" równanie mechaniki:F = ma, sa sobie równowazne?
Oczywiscie, tak; w przeciwnym razie nie doszloby w ogóle do jej sformulowania. Praktyczne
znaczenie zasady najmniejszego dzialania polega na tym, ze pozwala ona okreslic ruch bardziej
skomplikowanych ukladów mechanicznych w sposób duzo prostszy niz równanieF = ma.

Glówna jednak zaleta zasady Hamiltona jest to, ze "ignoruje" ona sily reakcji wiezów, chcac
natomiast napisac równanie Newtona, musimy uwzglednic wszystkie sily.

Zasada najIVniejszego dzialania ma takze pewne znaczenie uniwersalne - za jej pomoca mozna
sformulowac nie tylko równania mechaniki, lecz takze, na przyklad, równania pola grawitacyjnego
czy równania pola elektromagnetycznego. Moze ona tez stanowic dogodny punkt wyjscia przy
przejsciu od teorii klasycznych do teorii kwantowych i to nie tylko mechaniki, lecz takze teorii
znacznie bardziej skomplikowanych, jak na przyklad elektrodynamika.

Rozpatrzmy na zakonczenie prosty przyklad ilustrujacy zasade Hamiltona. Jak wiemy, droga
przebyta w czasiet przez cialo rzucone pionowo w polu grawitacyjnym wyraza sie wzorem

(7)

z przy czym osz skierowalismy pionowo do góry, a wartoscib i c zaleza od warunków
poczatkowych badz brzegowych. Jezeli rzut nastapil z wysokoscih i cialo po czasieto spadlo
na powierzchnie Ziemi, to

Czyli z(-o) = h, z(to) = O. Ksztalt funkcji z(t) przedstawiony jest na rysunku gruba linia.
Zgodnie z tym, co powiedzielismy o zasadzie naj mniejszego dzialania, sposród wszystkich
mozliwych funkcji z(t), takich zez(O) = h i z(to) = O (tak zwanych funkcji porównawczych
zaznaczonych na rysunku cienkimi liniami) rzucone pionowo cialo "wybierze" taka zaleznosc
z(t), dla której dzialanie bedzie mialo wartosc minimalna. Aby przekonac sie, ze tak jest istotnie,
rozpatrzmy funkcje porównawcze postaci:

( ] ) 2
h- - g-f} to

(9) Zf}(t)=(-;+f})t2- 2 t+h.

Zauwazmy~ ze wszystkie one spelniaja nasz warunek brzegowy
(zf}(O) = h, zf}(to) = O) i dla 1]= O otrzymujemy rzeczywista zaleznosc drogi od czasu (7).
Jezeli teraz obliczymy dzialanie przyjmujac, ze zaleznoscz od czasu dana jest wzorem (9),
to dzialanie to powinno miec minimum dlaf} = O. Znajdzmy najpierw funkcje Lagrange'a:

l (dZf} )2
L = Eun- V = - m -- -mgzf},2 ' dt

(8)

] 2h- -gto
z(t) = - g2 t2 2__ t+h,to

(ll)

Ro•.••iaz&Die zadania M 401. Niech a,
oznacza liczbe ciagów danych w zadaniu

o dlugosci l(i = l, ...• k). Dla kazdego I ••n

oraz ustalonego ciagu zero-jedynkowego
dlugosci I mamy 2'- j ciagów dlugosci n,
których jest on poczatkiem. Stad
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Sume dlugosci wszystkich ciagów mozna wiec
oszacowac nastepujaco
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a wiec

(10)

Podstawiajac (lO) do (6) i wykonujac proste calkowanie otrzymujemy

to l ( z ) h'S = ~ Ldt = - mtó f}z _..!..- + ~ (h - gt5),
o' 6 4 2to

a wiec dzialanie S traktowane jako funkcja f} ma postacS = Af}z + B, przy czym A > O.

Widzimy stad, ze istotnie dlaf} = O dzialanie ma minimum.

Przedstawiony tu przyklad stanowi tylko ilustracje zasady najmniejszego dzialania w przypadku
rzutu pionowego, a nie jej dowód, bowiem ze zbioru wszystkich mozliwych funkcji porównawczych
wybralismy tylko pewna ich klase okreslona wzorem (9). Istnieje oczywiscie ogólny dowód
równowaznosci zasady Hamiltona i równania Newtona przeprowadzony za pomoca metod
rachunlrn. wariacyjnego.
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