Klub 44

Czoldwka 1igl zadaniowe] "Elub 440

po uwsglednieniu ocen Pozwigzad
zadad ¢ numeru 12/1984

Piotr Figurny
Jerzy Mikuta
Marek GaXecki

Wydziatu Fizyki

= Lubartdw 51,50pkt
= Zielona G.4B,18pkt o i
- Milanéwek 45,23pkt SKrot regulaminu

Tomaes Komorowski - Swidnik  41,93pkt

Krystyna Witek = Oatréw Maz41,B6pkt

Marian Roman - Exk 41,28pkt

PaweX Kamirishi - Warssawa 40,46pkt

Anna Gluza - Toruf 40, 38pkt

WepéZesynniki trudnodei szadad 100,101,102:
2,92 3,24 1,56

Panowie P.Figurny i J.Mikuta - po ras
pierwazy, a pan M,Gatecki - jus po ras
cegwarty saliczals sumg 44.

Ba pdimetku cewartege sezonu swego
istnienia Elub 44 licgy 32

(cay1t okrqgro 2° ) coronkéw.

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Rozwiazania zadad z nomeru 2/1985

Przvpominamy tredé¢ zadafi:

Wy, jedn

olozenia réwnowag
¢ kata {rys. 1) podeza

20 ruel po idealnie

4, Do wykrywania i |
wykorzy
w wodach tropikal

zony jest do | kin?

3. Wprowadzamy oznaczenia: i — masa preta, / — dhugosé
l M
preta, [ = = mi* — moment bezwladnosci preta wzgledem jego

srodka (Srodka masy). g — przyspieszenie ziemskie.

T
Rys.2

LA

Wobec gladkoscei podioza pomijamy tarcie preta o nie. Sila F
dzialajaca na pret ze strony podioza (rys. 1) jest zatem skierowana
pionowo, podobnie jak i sita cigzkodci mg. Wnioskujemy stad,
ze $rodek masy preta spada pionowo w dol z przyspieszeniem
mg—F

pot

(1) a=

L&

A -~
Liga zadaniowa Wydziatu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Iniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ;,Delty™

Kazdy moie nadsyla¢ rozwigzania zadas z numeru n w terminie do kosdca miesigca r + 2. Szkice rorwiazan
zamieszczamy w numerze n+ 4. MoZna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania

(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robit co miesiac lub z dowelnymi przerwami. Rozwigzania zadan

+ matematyki i z fizyki nalezy praysylat w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisck: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do | z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnoiymy przez wspblezynnik
trudnosci danego zadania: WT = 4- 3S[N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, o N —
liczbg osdb, ktore nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F)—i tyle punktéw otrzymuje nadsylajgcy. Po zgromadzeniu 44 punktdw, w dowolnym czasie

I w ktdrejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne catonkostwo — to tytul Weterana.

Szeregblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze |/1985.

Moment sily F wzgledem §rodka preta, majacy warto$é

l
(2) M = F —sina,
2
bedzie nadawal pretowi przyspieszenie katowe
M 6Fsin o
(3) 8= —= —1
I ml

moment ten wywiera na pret dzialanie zginajace i moze
doprowadzi¢ do jego zlamania (rys. 2). Poniewaz dolny koniec
preta caly czas styka sig z podlozem, $lizgajac sie po nim, miedzy
a i e zachodzi zwigzek

esina.

0| ~

4) a=

mg
Fire an 1), (3), (4 a F= T ——.
rownan (1), (3), (4) wyznaczamy 1+ 3sina

6sined g
143sin*a [
W procesie zderzenia nastepuje dla kazdego elementu preta
zmiana zwrotu predkosci z zachowaniem jej wartosci oraz
pionowego kierunku, W rezultacie zaréwno ped preta, jak i jego
moment pedu ulegaja zmianie na przeciwnie skierowane,
zachowujac wartofci, jakie mialy przed zderzeniem. Ruch preta
po zderzeniu bedzie wiec symetryczny wzgledem ruchu przed
zderzeniem. Scisty dowod tego jest dos¢ zloZzony i nie byl
wymagany od uczestnikow ligi.

otrzymujac nastepnie & =

4. Woda morska jest dla fal akustycznych osrodkiem
niejednorodnym: predko$é rozchodzenia sie dzwieku zalezy m.in
od temperatury. W wodach tropikalnych, gdzie wystepuje duzy
gradient pionowy temperatury, predko$¢ dzwigku maleje ze
wzrostem glebokosei, co powoduje ugiecie fali akustycznej w dol
(efekt analogiczny do zalamania $wiatla w osrodku

0 monotonicznie zmieniajacym si¢ wspélczynniku zalamania).
W zwiazku z tym fala emitowana z nadajnika do pewnych
miejsc w ogoble nie dociera — sg to tzw. obszary cienia
akustycznego, niedostepne dla sonaru (rysunek).
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Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numern 2/1985

Przypominamy tres¢ zadan:

|05, Liczby dodatnie x,, ..., x; spelniaja warunck }:\,: < jn
Dowicsé, ze (X kxg)" < (n+ 1) /4.

106, Prostopadlofcian o wymiarach calkowitych g, b, ¢ podziclono
na szedciany jednostkowe. lle spoérdd tych szedcianéw ma wspdine
punkty wewngtrzne z jedng (ustalong) przekatng prostopadiofcianu?

105. Wezmy dowolne liczby dodatnie a, b. Poniewaz
1
axt bk = (@xi xR < ?(Za’xf+b’k’), wiec

1 (2a" N ﬂ’(_n+l_)’b3)

sumujac po k otrzymujemy a®h Y kxi < o4 } 1
n

Gdy w szczegolnosci przyjmiemy a = n'/?, b = (4n—*(n+1)"%)"3,
to ostatnia nierdwnos¢ przybierze postac

m2@En 2+ 1" Y ki < 1,
co po podniesieniu stronami do trzeciej potegi daje tezg¢ zadania.

106. OdpowiedZ: a+b+c—NWD(a, b)—NWD(b, ¢)—
—NWD(e, a) + NWD(a, b, ¢). Dowéd. Przyjmijmy uklad
wspoirzednych tak, by trzy krawedzie prostopadloscianu le'uf_Ig
na osiach ukladu oraz by koficami wyrdznionej przekatnej AZ
byly punkty 4 = (0, 0,0), Z = (a, b, ¢). Wyobrazmy sobie =
punkt poruszajacy sie ruchem jednostajnym wzdluz przekatnej AZ
i przyimijmy, Ze w chwili r = 0 punkt ten jest w poloZeniu 4,
a w chwili 1 = 1 w polozeniu Z. Okreélamy funkcj¢ f:€0,1> = R

" nastepujaco: jesli w chwili 1 wedrujacy punkt ma wspblrzedne
(x, ¥, 2), to f(t) = [x]4 D1+ [z]. Jest to funkcja niemalejgca,
o wartodciach catkowitych, f(0) = 0, f(1) = a+b+ec. Liczba
szescianow jednostkowych, ktorych wngtrza przecina przekatna

Z pradem pod wiatr

g+bic

SN

wykres [z]

(=3

H : H : : wykres [y]

wykres [x]

TFEHH

1

= u}
e RSO A b iag fr
a=12 B=20 =30 n=2 k=4 I=10 m=6
Strzatki wskazujg migjsca, gdzie f ma skok o 22

{ Jjest przyrost [x] i [y].nie ma przyrostu [z]
b o—— B —— [
I —=w— iRV [ e )
} Jjednoczesny przyrost [xs[y] i [Z]

AZ, réwna sig liczbie przedziatow statoéci funkii f, czyli

liczbie punktow nieciaglosci (skokow) tej funkcji w przedziale
€0,1>. (Rysunek przedstawia przebieg /, gdy a = 12, b = 20,

¢ = 30.) Maksymalny skok f wynosi 3; skokow tych jest tyle,

ile punktoéw kratowych (tj. o wspolrzednych catkowitych), przez
ktére przechodzi przekatna AZ (nie liczac punktu A4); jest ich
wige n, gdzie n = NWD(a, b, ¢). Liczymy teraz skoki o 2 pochodzace
z przyrostu skladnikéw [x] i [y], przy niezmieniajacym sie [z].

Jest ich tyle, ile punktéw (x; y, z) € AZ o wspOlrzednych x i y
calkowitych, a z niecalkowitej, czyli k—n, gdzie k = NWD(a, b).
Analogicznie, skokow o 2 pochodzacych, odpowiednio,

z przyrostu skladnikéw [y] i [z] oraz [2] 1 [x] jest I—n oraz m—n,
gdzie | = NWD(b, ¢), m = NWD(c, a). Niech wreszcie j bedzie
liczbg skokéw o 1. Peilny przyrost wartoéci f wynosi a+b+c,
wige 3n+2(k —n)y+2(/—m)+2(m—n)+j = a+b+ec, skad

Jj = a+b+ec—2(k+1+m)+3n. Szukana liczba skokow f rowna sig
zatem n+(k—n)+(I—n)+(m—n)+j 2 a+b+e—(k+14+m)+n.

Nie zawsze rozwigzanie problemu wariacyjnego musi istnie¢. Rozwazmy
nawigacyjne zadanie Zermelo. Nalezy przeplyna¢ Zagléwka pod wiatr z punktu

A do punktu B, oba punkty lezg w srodku nurtu rzeki, punkt B ponizej punktu A.
Prad rzeki jest najszybszy w srodku. Jesli pominiemy czas potrzebny na zmiang
halsu, to przy braku pradu Zeglarz moZe wybra¢ jedng z wielu tamanych (rys.2),
gdzie « jest optymalnym dla predkosci wiatru katem.

Jesli jednak uwzglednimy prad rzeki, to zeglarz powinien trzymac si¢ jak najblizej

Rys. | jej $rodka, tak wiec im czeéciej zmienia kierunek, tym szybciej przeplynie swoja

= x(1) = 0 funkcjg, dla ktérej catka I(x) = é (x()?+ (1 +((x"(1))>— 1)*)dt

przyjmuje warto$¢ najmniejsza. (Dla uproszczenia dopusémy rozpatrywanie

traseg.
M Podobnie jest, jesli chcemy znalez¢é wsrdd takich funkcji x: [0,1]— R, ze x(0) =
1
A B
AANAANANANAN

P & funkcji kawatkami rézniczkowalnych.) Dla funkcji z rysunku 3 albo x'(1) = 1,
A B albo x'(t) = — 1. Zatem funkcja podcatkowa nie jest wigksza niz | + &2
Rys. 2 : 1I(x) € 142
Z drugiej strony funkcja podcatkowa nigdzie nie moze by¢ mniejsza niz 1, a réwna
EL\/\/\/\/\/\/\ 1 tylko w punktach, dla ktérych réwnoczesnie x(1) = 0, |x'(1)| = 1.
fr > Tak wiec kres dolny wartosci calki, czyli 1, nigdy nie bedzie osiagniety.
Rys. 3 J. R.



