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Rys. 1. Wezel tréjlistny lewostronny Wezet trojlisiny prawasironny
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Rys. 2 Wezel plaski Wezel babski

Funkcja Fx nie jest wielomianem, ale w topologii algebraicznej
przyjelo sig uzywac tego terminu,

X X

Latem 1984 roku sensacje wzbudzilo odkrycie przez Vaughana
Jonesa nowego niezmiennika splotow. Byl on zdefiniowany
bardzo zawile, przy uzyciu pewnych skonczonych algebr von
Neumanna. W kilka miesigcy pozniej Jones zauwazyl, ze jego
niezmiennik mozna zdefiniowa¢ za pomocg rysunku 3.
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Rys. 3

Niezmiennik Jonesa jest szczegolnym przypadkiem wielomianu F.
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Otrzymuje sie go przez podstawienie x =

y= - i
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Rys. 5. Sploty K | K’ nie 54 réwnowazne, ale ich wielomiany s rowne (dowéd
W numerze),

Zadanie: Pokazac, ze jesli K jest splotem trywialnym o »
skladowych, to Fx(x, ¥) = (x+»)"~! (mozna skorzystaé
Z ponizszego rysunku).

Przypomnijmy, ze wielomian Conwaya dowolnego splotu
trywialnego byl rowny 0.
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Jeszcze raz o wezlach
i splotach

Mgr Joanna KANIA-BARTOSZYNSKA,
dr Jozef PRZYTYCKI

W Delcie 1/1985 pisaliSmy o wielomianie Conwaya,
niezmienniku wezlow 1 splotow. Przypomnijmy, Ze
splot jest to rodzina parami rozlgcznych okregow
zanurzonych w przestrzeni euklidesowej E®, Splotom
mozemy przypisywaé orientacje. Splot o jednej

- skladowej nazywamy wezlem. Dwa sploty sa rownowazne,

jesli jeden mozna otrzymac z drugiego przez ruch

w przestrzeni bez cigeia 1 wigzania. Aby stwierdzid,

czy sploty sa rownowazne, wygodnie jest przypisywac

im obiekty algebraiczne (np. wielomiany).
Niezmiennikiem splotéw nazywamy obiekt algebraiczny
przyporzadkowany kazdemu splotowi, jednakowy

dla réwnowaznych splotéw. Takim niezmiennikiem

byl wielomian Conwaya, ktéry odrézniat wiele wezlow

1 splotéw znanych na przyklad z zeglarstwa i

alpinizmu. Nie odroznial on jednak wezla trojlistnego
lewostronnego od prawostronnego (rys. 1) ani wezla
plaskiego od babskiego (rys. 2). PisalisSmy w poprzednim
artykule, ze aby odrézni¢ te wezly, trzeba uzyé
zaawansowanych metod topologii algebraicznej. Ostatnio
okazatlo si¢ jednak, ze wystarczy uogolni¢ metode
Conwaya.

Twierdzenie. Kazdemu zorientowanemu splotowi K
mozna przyporzadkowa¢ wielomian Fy dwoch
zmiennych x i y (wystgpujacych z dodatnimi lub
ujemnymi potegami) o wspélczynnikach calkowitych
speiniajacy:

A. Fg jest niezmiennikiem K.

B. Jesli K jest wezlem trywialnym, to Fx(x, y) = 1.

C. Jedli trzy zorientowane sploty majg identyczne
diagramy wszedzie z wyjatkiem czgsci przedstawionych
na rysunku 3, to

xFg (x, )+ yFx,(x, y) = Fi(x, ).

Wielomian Conwaya otrzymamy, jesli podstawimy
) 15 1
X = ? Y = = —;.

Wielomian Fx ma wszystkie zalety wielomianu Conwaya:
1. Jesli K jest lustrzanym odbiciem splotu X, to

Fx_(xs y) = Fx(}’a x)o

tzn. wielomiany réznig si¢ zamiang miejscami x z y.

2. Jesli —K jest splotem otrzymanym z K przez zmianeg
orientacji wszystkich skladowych, to F_g(x, y) = Fg(x, »).
3. Jesli K jest suma splotow K, i K, (rys. 4), co
zapisujemy K = K, # K,, to

F, k(% ¥) = Fx,(x, ¥)- Fx,(x, »).

Ponadto wielomian Fy odréznia znacznie wigcej
wezléw i splotéw niz wielomian Conwaya (np.
lewostronny tréjlistnik od prawostronnego, wezel
plaski od babskiego). Sa jednak wezly, ktérych nie
rozrdznia (rys. 5).

W Delcie 1/1985 pisali$my, ze dowdd tego, iZ wielomian
Conwaya jest wyznaczony jednoznacznie, wymaga



Znajdziemy wielomiany obu trojlistnikoéw. Dla lewostronnego
mamy (patrz zadanie):
FL(x,p) = x+y; Fu(x, ) = Fx,(x,p) = 1.

1
Z warunku C: Fy (x, y) = = (Fu(x, )= yFe (x, ) =

1 I %
= =yt = ———-y.
X X x
I ostatecznie (znow z warunku C):
1 0 (N -
Fi(x,y) = — (Fr,(x, 1) = ¥Fx (%)) = — (~ = —)-'-y) =
x x\x x
1 » 2y
T Xt 2 x
Prawostronny tréjlistnik K jest lustrzanym odbiciem lewostronnego .
. I Xt 2%
Tak wigc Fg(x, ) = Fr(y, x) = — = — o Gl Ex Py
L y b4
K
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Do znalezienia wielomianu F dla wezla babskiego i plaskiego nie
musimy wykonywa¢ zadnych rachunkow. Wystarczy skorzysta¢
z tego, iz wezel plaski L, jest suma dwoch roznych trojlistnikow,
a wezel babski L, suma dwoch prawostronnych tréjlistnikow,

Mamy Fy (x, y) = Fyeg(x,)) = Fe(x, ) Fg(x, »),

Fry(x, ¥) = Frag(x, y) = Frlx.»): Fx(x. y) i poniewaz
Fx # Fy, wige Fr, # Fi,

Wezel plaskr L Wezet bubsk Ly
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zaawansowanych metod topologii algebraicznej. Jednak
ostatnio Pawel Traczyk i Jozef Przytycki znaleZli
elementarny dowod twierdzenia o istnieniu

i jednoznacznosei nie tylko wielomianu Conwaya, ale
takze wielomianu Fy. Jest on na tyle prosty, Zze warto
przedstawic tutaj jego zarys.

Rozpatrujemy zorientowane sploty przedstawione
(niejednoznacznie) za pomocy diagramu na plaszczyznie.
Wielomian Fy bedziemy definiowa¢ indukcyjnie
wzgledem liczby skrzyzowan w diagramie dbajac,

by caly czas dla juz okreslonych wielomianéw byl
spelniony warunek C. Zwro¢my tez uwagg, e za
kazdym razem, gdy definiujemy wielomian dla nowego
splotu, jest on wyznaczony jednoznacznie przez
warunek C.

Niech (L, a), gdzie a = (ay, a3, -.., a,), bgdzie
zorientowanym splotem L o n sktadowych

z n wyréznionymi punktami a,, a,, ..., a,; po jednym
punkcie w kazdej skladowej (rys. 6). Mowimy, Ze
diagram (L, 4) jest rozwiazany, gdy obchodzac go
zgodnie z orientacja 1 rozpoczynajgc od puktu a,,
nastgpnie a, itd. az do punktu a,, kazde pierwszy raz
napotkane skrzyZzowanie pokonujemy gora (tak
naprawde oznacza to, ze splot jest trywialny).

Dla rozwigzanego diagramu o # sktadowych
definiujemy

FiL.a(x,y) = (x+y)"=' (warunek C jest spetniony,
poréwnaj zadanie).

W szezegolnosei zdefiniowaliSmy w ten sposdb nasz
wielomian dla diagramow bez skrzyZowan (nie zalezy
on od punktéw wyrdznionych).

Zalézmy teraz, ze Fp jest zdefiniowany dla diagraméw

L z mniej niz k skrzyzowaniami (i warunek C jest

dla nich spelniony). Rozwazmy teraz diagram L

z k (k > 0) skrzyzowaniami, Wielomian F, zdefiniujemy
w kilku krokach.

Krok 1. Wybieramy po jednym punkcie a; w kazdej
sktadowej 1 definiujemy Fy. 5 indukcyjnie wzgledem
liczby skrzyZowai, ktére trzeba poprawié (zamienic
most na tunel), by otrzyma¢ diagram rozwigzany

(te liczbe ,,zlych’ skrzyzowafi oznaczmy przez

s(L, a)). Jesli s(L, a) = 0, to diagram jest rozwigzany
i Fi1. o zostal juz okreslony. Zatézmy, ze m =11 Ze
jesli s(K, a)y<m, to Fig 5 jest juz zdefiniowany. Jesli
s(L, @) = m, to wybieramy w L pierwsze ,,zle”
skrzyzowanie p. Oznaczmy przez (L,, a) diagram,
ktéry otrzymamy z (L, a) zmieniajgc w skrzyZowaniu
p most na tunel, a przez LY diagram otrzymany z L
przez likwidacje skrzyzowania p (rys.7).

Wielomiany Fiz,.q i Fro sa juz okreslone (LS ma mniej
skrzyzowan niz L; s(L,, @) = s(L, a)—1<m).

Fir.q) okreslamy tak, by byl spetniony warunek C, tzn.

1
Fualx, y) = =2 (Fro(x, )= YF(Ly.0(%, ¥)).

Krok 2. Pokazujemy, ze F, nie zalezy od wyboru
punktu wyrdznionego. Jest to czg$¢ dos¢ zmudna,
ale catkowicie elementarna.

Krok 3. Pokazujemy, ze warunek C jest nadal spelniony.
Dowdd jest natychmiastowy i polega na odpowiednim
wyborze punktéw wyréznionych. Nie ma w tym nic
nadzwyczajnego, bo warunek C byt uzyty w kroku 1

do definicji.



Pozostaje jeszcze wykazac, Ze jesli dwa diagramy opisujq
ten sam splot, to przypisany im jest ten sam wielomian.
Trzeba si¢ tu odwolaé do twierdzenia Reidemeistera
mowigcego, ze jeshi dwa diagramy opisuja ten sam

splot, to od jednego do drugiego da sig przejsé za
pomocg opisanych obok (rys.8) krokéw (tzw. ruchy
Reidemeistera). Trzeba jeszcze wykazaé, ze te ruchy

nie zmieniajg wielomianu diagramu. MozZna to zrobi¢
przez indukcje wzgledem liczby skrzyzowan
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lub | odpowiednio wybierajac punkty wyrdznione.
: Dowdd ten pozwala dalej modyfikowac¢ i nogélnia¢
niezmienniki splotéw. Mozna zmienia¢ réwnanie
/4 w warunku C lub wartosé¢ niezmiennika dla wezla
\ trywialnego (dowod nie zmieni sig). Jest nadzieja, ze

odpowiednio dobierajac to rownanie otrzymamy

rozrozni splotéw z rysunku 5.

(3 — lub y niezmiennik, ktory rozrézni jeszcze wigcej splotow.
\ / _____y Wiadomo jednak, Ze zaden wiclomian tego typu nie
AN\ N

Rys. 8

Geometrycznie o szeregu geometrycznym Mgr Andrzej KOK
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Rys. 5.a>0, =l <g <0

Znane wzory na sume skonczonego i nieskonczonego szeregu geometrycznego mozna znalezé
metodami geometrii. )
Wezmy dwie, na razie dodatnie, liczby a i 4. Na ustalonej prostej b odkladamy odcinek ByB,
o dlugosci a i przez punkty By i B, prowadzimy rownolegle proste kg i k,. Na prostej k,
obieramy punkt C,, a na prostej k, punkt C, tak, by B,C, = 1, B,C; = g oraz punkty C,
i C, lezaly po tej samej stronie prostej b. Prowadzimy teraz prosta ¢ przez punkty Cy i C,
oraz prosta /o przez By i C;.
Konstruujemy teraz ciagi (B,) i (C,) punktow nalezacych do prostych b i ¢, Przypusémy,
ze mamy juz punkt B,_,. Prowadzimy przez B,_; prostg l,_||ly— C, jest punkiem przeciecia
sy 2 ¢ — oraz przez C, prosta k,||lko — By jest punktem przecigeia k, z b. Ponadto na prostej kg
obieramy punkty Dy, D, ... tak, by proste C,D, byly rownolegle do b.
Zauwazmy, ze punkt B, zawsze lezy miedzy H, i Bh., a2 ponadto dla g { 1 (rys. 1) lezy
migdzy B, i B— punktem przecigeia prostych b i ¢ (wynika to z aksjomatu Pascha).
Trojkaty A BoB\Cy, AB1B;C,, ..., p By B,C; 53 podobne, rowniez trojkaty
AByCoCyy ..oy ABn-1 Ca-1C, 59 podobne, tak wige tatwo otrzymujemy
B:Cs = g%, ByGy= q"; BiBy="ag, ..., By y By = ag" .
Suma a+ag+ ... +ag""" jest zatem dlugoscia odcinka Bg B..

; g ; CuDs CoDy
Z podobienstwa trojkatow A Dy Cy Cy i A D,C,Cy mamy = —.

C, D, C,D,

Mamy tez Cy,Dy = BB, C1Dy = a. Ponadto dla0 < g < 1:CoDn = CoBo—BgDn = 1—q"
i CoDy = 1—q (rys. 1), natomiast dla g > 1: CoD, = g"—1, Co D, = g—1 (rys. 3).
| —g"
J—g

W obu przypadkach mamy wigc BB, = a+ag+ ... +ag"™ ' = a-

Dla g = 1 diugoici odcinkéw BoB, rosng nieograniczenie.

Istotnie, BoB, = By B+ ... + B, B, 2 n*a. Natomiast dla 0 < g < | ciag (B,) jest zbiezny
do punktu B.

Whystarczy pokazad, ze dla dowolnego punktu 4 # B z odcinka B, B do odcinka B, A nalezy
tylko skorniczenie wiele punktéw B, (pamigtajmy, ze wszystkie nalezg do odcinka By B). Jedli
B, € By A, to dlugosé B,B,., jest rOwna co najmniej dlugosci 44, (rys. 4), gdzie

" AAillls, Ay Azllka, A1 € ¢, A2 €b. Tak wicc jesli B, € BoA, 10 BoBn = BoBi+ ... +Ba_ 1By >

By B,
= n+ AA;. Otrzymujemy stad, ze liczba #n musi by¢ mniejsza niz A°A :
2
a
tatwo obliczy¢, ze By B = : (z podobienstwa s CoC, Dy i p CyBBy).
—-q
a
Tak wiec a+ag+ ... +ag"+ ...=——dlal<g< 1,

l—g¢
No dobrze, ale jak pozby¢ si¢ zalozenia o dodatnioécia i g?
Po prostu nalezy rozpatrywac odcinki skierowane, Odcinki ujemne rownolegle do k, odkiadamy
w dol, a rownolegle do b w lewo (rys. 5).
Pozostawiamy Czytelnikowi wyprowadzenie wzorow na sumy dia g < 0.



