Pozostaje jeszcze wykazac, Ze jesli dwa diagramy opisujq
ten sam splot, to przypisany im jest ten sam wielomian.
Trzeba si¢ tu odwolaé do twierdzenia Reidemeistera
mowigcego, ze jeshi dwa diagramy opisuja ten sam

splot, to od jednego do drugiego da sig przejsé za
pomocg opisanych obok (rys.8) krokéw (tzw. ruchy
Reidemeistera). Trzeba jeszcze wykazaé, ze te ruchy

nie zmieniajg wielomianu diagramu. MozZna to zrobi¢
przez indukcje wzgledem liczby skrzyzowan
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lub | odpowiednio wybierajac punkty wyrdznione.
: Dowdd ten pozwala dalej modyfikowac¢ i nogélnia¢
niezmienniki splotéw. Mozna zmienia¢ réwnanie
/4 w warunku C lub wartosé¢ niezmiennika dla wezla
\ trywialnego (dowod nie zmieni sig). Jest nadzieja, ze

odpowiednio dobierajac to rownanie otrzymamy

rozrozni splotéw z rysunku 5.

(3 — lub y niezmiennik, ktory rozrézni jeszcze wigcej splotow.
\ / _____y Wiadomo jednak, Ze zaden wiclomian tego typu nie
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Rys. 5.a>0, =l <g <0

Znane wzory na sume skonczonego i nieskonczonego szeregu geometrycznego mozna znalezé
metodami geometrii. )
Wezmy dwie, na razie dodatnie, liczby a i 4. Na ustalonej prostej b odkladamy odcinek ByB,
o dlugosci a i przez punkty By i B, prowadzimy rownolegle proste kg i k,. Na prostej k,
obieramy punkt C,, a na prostej k, punkt C, tak, by B,C, = 1, B,C; = g oraz punkty C,
i C, lezaly po tej samej stronie prostej b. Prowadzimy teraz prosta ¢ przez punkty Cy i C,
oraz prosta /o przez By i C;.
Konstruujemy teraz ciagi (B,) i (C,) punktow nalezacych do prostych b i ¢, Przypusémy,
ze mamy juz punkt B,_,. Prowadzimy przez B,_; prostg l,_||ly— C, jest punkiem przeciecia
sy 2 ¢ — oraz przez C, prosta k,||lko — By jest punktem przecigeia k, z b. Ponadto na prostej kg
obieramy punkty Dy, D, ... tak, by proste C,D, byly rownolegle do b.
Zauwazmy, ze punkt B, zawsze lezy miedzy H, i Bh., a2 ponadto dla g { 1 (rys. 1) lezy
migdzy B, i B— punktem przecigeia prostych b i ¢ (wynika to z aksjomatu Pascha).
Trojkaty A BoB\Cy, AB1B;C,, ..., p By B,C; 53 podobne, rowniez trojkaty
AByCoCyy ..oy ABn-1 Ca-1C, 59 podobne, tak wige tatwo otrzymujemy
B:Cs = g%, ByGy= q"; BiBy="ag, ..., By y By = ag" .
Suma a+ag+ ... +ag""" jest zatem dlugoscia odcinka Bg B..

; g ; CuDs CoDy
Z podobienstwa trojkatow A Dy Cy Cy i A D,C,Cy mamy = —.

C, D, C,D,

Mamy tez Cy,Dy = BB, C1Dy = a. Ponadto dla0 < g < 1:CoDn = CoBo—BgDn = 1—q"
i CoDy = 1—q (rys. 1), natomiast dla g > 1: CoD, = g"—1, Co D, = g—1 (rys. 3).
| —g"
J—g

W obu przypadkach mamy wigc BB, = a+ag+ ... +ag"™ ' = a-

Dla g = 1 diugoici odcinkéw BoB, rosng nieograniczenie.

Istotnie, BoB, = By B+ ... + B, B, 2 n*a. Natomiast dla 0 < g < | ciag (B,) jest zbiezny
do punktu B.

Whystarczy pokazad, ze dla dowolnego punktu 4 # B z odcinka B, B do odcinka B, A nalezy
tylko skorniczenie wiele punktéw B, (pamigtajmy, ze wszystkie nalezg do odcinka By B). Jedli
B, € By A, to dlugosé B,B,., jest rOwna co najmniej dlugosci 44, (rys. 4), gdzie

" AAillls, Ay Azllka, A1 € ¢, A2 €b. Tak wicc jesli B, € BoA, 10 BoBn = BoBi+ ... +Ba_ 1By >

By B,
= n+ AA;. Otrzymujemy stad, ze liczba #n musi by¢ mniejsza niz A°A :
2
a
tatwo obliczy¢, ze By B = : (z podobienstwa s CoC, Dy i p CyBBy).
—-q
a
Tak wiec a+ag+ ... +ag"+ ...=——dlal<g< 1,

l—g¢
No dobrze, ale jak pozby¢ si¢ zalozenia o dodatnioécia i g?
Po prostu nalezy rozpatrywac odcinki skierowane, Odcinki ujemne rownolegle do k, odkiadamy
w dol, a rownolegle do b w lewo (rys. 5).
Pozostawiamy Czytelnikowi wyprowadzenie wzorow na sumy dia g < 0.



