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W 1696 roku jeden z braci Bernoullich - Jan - opublikowal
Zadanie: Na plaszczyznie pionowej dane sa dwa punkty. Znalezc taka laczaca je krzywa w tej

plaszczyznie, po której punkt materialny spada w najkrótszym czasie. Zakladamy, ze nieistotny
jest wplyw tarcia i oporu powietrza.
Gdy punkty leza jeden nad drugim, rozwiazanie jest natychmiastowe - odcinek. Przyjmijmy
wiec dodatkowo, ze tak nie jest.
Zadanie to mozna rozwiazac poslugujac sie metoda rachunku wariacyjnego. Rozwazmy krzywe,
które'moga byc "linia spadku punktu materialnego" i funkcjonal przyporzadkowujacy kazdej
krzywej czas spadku po niej. Przyjmijmy, ze punkt startuje z poczatku ukladu wspólrzednych,

koniec jego drogi ma wspólrzedne(xo ,Yo) i os Oy jest skierowana zgodnie z sila ciezkosci (rys. l).
ds

Z mechaniki wiemy, ze szybkosc - ruchu punktu materialnego spadajacego po krzywejdt

ds ./-{(x, y(x)): O ~ x ~ xo} spelnia równanie - = r 2gy,dt

gdzie s jest droga przebyta przez punkt, ds jest elementem luku, tzn. (ds)Z= (dy)Z+ (dx)z.

Tak wiec ds= ]i l + ( : )z dx.

]I (dY)Z
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Skoro tak, to podstawiajac otrzymujemydt = , dx.
2gy

l Xo y l+ (y')Z

Zatem czas spadku jest równyV(y) = --=- ~ _ dx .
. y2g o Vy

Problem zostal wiec sformulowany. W zbiorze takich funkcjiy: [O,xol ...• [O,Yol, ze y(xo) = Yo
Xo

znalezc te,..dla której funkcjonalV(y) = ~F(y(x), y'(x))dx
o

przyjmuje najmniejsza wartosc. Z ogólnej teorii wiadomo, iz jesli rozwiazanie to,y, jest
dostatecznie wiele razy rózniczkowalne, to musi spelniac równanie (jest to tylko warunek
konieczny)

Równanie to rozwiazujemy za pomoca podstawienia. Przyjmijmyy' = ctgu,

c, dx dy
wówczas y = c, .sinzu = - (1- cos2u) oraz - = tgu' - = 2c, sinzu = c,(1- cos2u) ,

2 du du

czyli x = ~ (2u- sin2u) + Cz (ale Cz= O, gdyz x(O) = y(O) = O).
2

(Dla funkcji F dwóch zmiennych x, i Xz symbol F~2 oznacza pochodna czastkowa - by ja
uzyskac, zmiennax, traktujemy jako parametr i tak otrzymana funkcje zmiennejX2

rózniczkujemy.)

]i l+xi XzW naszym przypadkuF(x" XZ) = --- i F~2 = -.-/---. Xl tX--l(-I-+-x~n

Podstawiajac do równania (1) otrzymujemy po uporzadkowaniu

(1)

(2)

F(y{x), y(x))- )i'F~2()i(X), )i'(x)) = const.

Y' (1 + (y')Z) = c,.

Rys. 2

Po podstawieniu t = 2u mamy x = ~ (t- sint),
2

~.~

c,

y = -(1- cost).
2

"

Znaleziona krzywa nazywa sie cykloida. Ma ona interpretacje kinematyczna: punkt okregu

o promieniu ~ toczacego sie po osiOx zakresla wlasnie cykloide. Jesli punkt na okregu
2

znajdowal sie w poczatku ukladu, to po obrocie okregu ot znajdzie sie w punkcie(C; (t- sint),

c, )T(1- cost) .

W.N.
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Równanie (2) dla funkcjiy realizujacej minimum czasu mozemy otrzymac inaczej. Jak wiadomo
(mozna to zreszta latwo sprawdzic analitycznie), najszybsza droga z punktuA do punktu 8
(rys. 3) przy zalozeniu, ze predkosciVI powyzej i V.ponizej prostejp sa stale, jest lamana
A O B, przy czym zachodzi równosc

Jesli miedzy A i B mamy pewna liczbe pasów (rys. 4), w których predkosci sa stale, to dla
naj szybszej drogi musza zachodzic równos~i

B

Rys,5

---= ---=
sin oc.

a wiec -- = const.
,V.

Jesli liczba pasów bedzie wzrastala nieograniczenie, a szerokosc dazyla do zera, innymi ~owy
predkosc poruszajacego sie ciala bedzie zalezala tylko od odleglosci tego ciala od prostejp,
to w kazdym punkcieC najszybszej drogi (rys. 5) powinno byc spelnione równanie

sinocc = const.
Vc

W naszym zadaniu wiemy, zeVc = }I2gU,

z drugiej strony ctgocc= u'(x),
1

tak wiec sin OCc= ~=::::::::::::::::::::::::::::=-

VI + (u'(x»'
i otrzymujemy równanie U· (1+ (u')') = const.
(Zauwazmy, ze w rozumowaniu powyzszym zalozylismy istnienie rozwiazania - co wcale
nie musialo byc prawda. Istnienie takiego rozwiazania trzeba by wiec udowodnic innymi
metodami.)

Zadania

Redaguja mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 174. Na podstawe szklanego walca padaja pod róznymi katami promienie swietlne. Które
z promieni dotra do drugiej podstawy?
Rozwiazanie na str. 2

F 175. Obserwujac zachowanie rozlanej rteci stwierdzamy, ze niewielkie kropelki zlewaja sie
chetniej niz duze. Jak wyjasnic to zjawisko?
Rozwiazanie na str. 16

M 402. Mamy skonczony zbiórP punktów plaszczyzny. Kazdy trójkat o wierzcholkach wP

ma powierzchnie mniejsza niz l. Wykazac, ze pewien trójkat o powierzchni mniejszej niz 4
zawiera caly zbiór P.
Rozwiazanie na str. 3

+ 40999M 403. Znalezc ostatme 1000 cyfr liczbyM = J +40+ 402 +
Rozwiazanie na str. 14

Redaguje mgr Witold MARCISZEWSKI

M 401. Danych jest 2" skonczonych ciagów zlozonych z zer i jedynek. Zaden z ciagów nie jest

poczatkiem innego. Dowiesc, ze suma dlugosci tych ciagów nie jest mniejsza nizn' 2".
Rozwiazanie na stL 15

, Rozwiazanie wezlów

Aby pokazac. zeF,,(x, y) = F",(x, y).
wystarczy zastosowac regule z warunku C
do skrzyzowania p w K i do skrzyzow '
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