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W 1696 roku jeden z braci Bernoullich — Jan — opublikowal

Zadanie: Na plaszczyinie pionowej dane sg dwa punkty. Znalez¢ takg laczacy je krzywa w tej
plaszczyinie, po ktorej punkt materialny spada w najkrotszym czasie. Zakladamy, Ze nieistotny
Jjest wplyw tarcia i oporu powietrza.

Gdy punkty lezg jeden nad drugim, rozwigzanie jest natychmiastowe — odcinek. Przyjmijmy
wigc dodatkowo, Ze tak nie jest.

Zadanie to mo#na rozwigzac postugujac sie metoda rachunku wariacyjnego. Rozwazmy krzywe,
ktore mogg byé , linig spadku punktu materialnego™ i funkcjonal przyporzadkowujacy kazdej
krzywej czas spadku po niej. Przyjmijmy, Ze punkt startuje z poczatku ukiadu wspolrzednych,
koniec jego drogi ma wspolrzedne (xq.y0) i 08 Oy jest skierowana zgodnie z silg ciezkoSci (rys. 1).

ds
Z mechaniki wiemy, Ze szybkosé @ ruchu punktu materialnego spadajacego po krzywej

ds =
(Cr, 7)) 0 S x < Xo} spelnia rownanie — - = V2ey,

gdzie s jest droga przebytg przez punkt, ds jest elementem fuku, tzn. (ds)* = (dy)* + (dx)2.
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Tak wige ds = I+ (=]} dx.
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Skoro tak, to podstawiajac otrzymujemy df = — dx.
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Zatem czas spadku jest rowny V() = —— S _'{._(.y.)_dx

Vs s  Vy

Problem zostal wigc sfermulowany. W zbiorze takich funkcji y: [0, xo] = [0, yol, Ze ¥(x5) = yo

Xo

Xn
znale#é te, dla ktérej funkcjonat V(y) = § F(p(x), y'(x)dx

przyjmuje najmniejszq warto$é. Z ogolnej teorii windomo, iz jeéli rozwigzanie to, ¥, jest
dostatecznie wiele razy roZniczkowalne, to musi spetnia¢ rownanie (jest to tylko warunek
konieczny) )

(1) F(y(x), y' (x))— ¥ Fz,(y(x), ¥'(x)) = const.

(Dla funkgji F dwéch zmiennych x; i x; symbol Fy, oznacza pochodng czastkowg — by ja
uzyska¢, zmienng x, traktujemy jako parametr i tak otrzymang funkcje zmiennej x;
rozniczkujemy.)

1+x3 ., X2
W naszym przypadku F(x;, x;) = iF, = ——
X1 Vx:(l +x3

Podstawiajge do rownania (1) otrzymujemy po uporzadkowaniu
@ ya+oM=ca.
Rownanie to rozwiazujemy za pomoca podstawienia. Przyjmijmy ' = ctgu,

P Cy dx dy -
wowczas y = ¢, - sin®u = -2—(1—4:05214) oraz =7 = tgu- s = 2¢y5in%u = ¢, (1—cos2u),

(o]
czyli x = ?‘(2:;—sinzu)+.:a (ale c; = 0, gdyz x(0) = y(0) = 0).

Po podstawieniu 7 = 2u mamy x = % (t—sinr), yp= %’(l — COSI).

Znaleziona krzywa nazywa si¢ cykloida. Ma ona interpretacje kinematyczng: punkt okregu

¢
0 promieniu 7‘ toczacego sie po osi Ox zakresla wlaénie cykloide. Je§li punkt na okregu
&

znajdowatl si¢ w poczatku ukiadu, to po obrocie okregu o ¢ znajdzie si¢ w punkcie (?' (t—sint),
cy
—(1—cost)}.
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Rozwigzanie weslow

Aby pokazaé, #e Fglx, y) = Fg.(x,¥),
wystarczy zastosowaé regule z warunku C
do skrzyzowania p w K i do skrzyzowania
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Rownanie (2) dia funkeji y realizujacej minimum czasu mozemy otrzymac inaczej, Jak wiadomo
(mozna to zreszia latwo sprawdzié analitycznie), najszybsza droga z punktu A do punktu B
(rys. 3) przy zaloZeniu, Ze predkosci ¥V, powyzej i ¥, poniZej prostej p sa stale, jest lamana

A O B, przy czym zachodzi rGwnos¢

sine, v,

sine, Vi

Jesli migdzy 4 i B mamy pewna liczbe pasow (rys. 4), w ktérych predkosei sa stale, to dla
najszybszej drogi musza zachodzi¢ réwnosci

sino sina; SIM oy

T
. sinog
a wiec —— = const.
Vi
Jesli liczba pasow bedzie wzrastala nieograniczenie, a szerokos¢ dazyla do zera, innymi stowy
predkos¢ poruszajacego sig ciala bedzie zalezala tylko od odleglosci tego ciala od prostej p,
to w kazdym punkcie C najszybszej drogi (rys. 5) powinno by¢ speinione rownanie

sinoc

Ve

= const.

W naszym zadaniu wiemy, ze Ve = y/ 2gu,
z drugiej strony ctgoe = u'(x),
1

V1+ @' )?

i otrzymujemy réwnanie u + (14 (4)*) = const.

(Zauwazmy, Ze w rozumowaniu powyzszym zalozyliSmy istnienie rozwigzania — co wcale
nie musiato by¢ prawda. Istnienie takiego rozwiazania trzeba by wigc udowodni¢ innymi
metodami.)

tak wiec sinac =

Redaguje mgr Witold MARCISZEWSKI

M 401. Danych jest 2" skoficzonych ciagéw zlozonych z zer i jedynek, Zaden z ciagow nie jest
poczatkiem innego. Dowies<, ze suma diugosci tych ciagdw nie jest mniejsza niz n+ 2",
Rozwiazanie na str. 15

M 402. Mamy skonczony zbior P punktow plaszezyzny. Kazdy trojkat o wierzcholkach w P
ma powierzchnie mniejsza niz 1. Wykazac, ze pewien trojkat o powierzchni mniejszej niz 4
zawiera caly zbior P.

Rozwigzanie na str. 3

M 403. Znalezé ostatmie 1000 cyfr liczby M = 14404407+ .., +40°°°
Rozwiazanie na str. 14

Redaguja mgr Tomasz TRA TKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 174, Na podstawg szklanego walca padaja pod roznymi katami promienie swietlne. Ktore
z promieni dotra do drugiej podstawy?
Rozwiazanie na str. 2

F 175. Obserwujac zachowanie rozlanej rteci stwierdzamy, ze niewiclkie kropelki zlewaja si¢
chetniej niz duze. Jak wyjasnic¢ to zjawisko?
Rozwigzanie na str. 16



