Co to jest elipsa?

Na takie pytanie kazdy matematyk z latwoéciag odpowie. Odpowiedzi mogg si¢ jednak znacznie r6zni¢. Moga nawet by¢

W roznych jezykach”, to znaczy okreslaé elipse za pomoca roznych pojeé, pochodzacych czasami z zupelnie roznych galezi
matematyki. To, ze kazde z tych okreslen definiuje elipsg, kaze matematykom traktowa¢ ja jako obiektywnie istniejgcq rzecz.
Twierdzi¢, ze elipsa obiektywnie istnieje, a moze by¢ opisywana réznymi sposobami, tak jak w rozny sposéb mozemy opisywac
zjawisko fizyczne Filozofowie za$ mowia wtedy, Ze matematycy sa wyznawcami filozofii Platona. Platon bowiem za przedmiot
matematyki (i nie tylko matematyki) uwazal oblekty idealne (istniejace jedynie w sw;ecte ducha), ktore sita intelektu poznajemy
w ten sam sposob, jak obiekty materialne poznajemy zmystami.

Oto dwanascie roznych okreslen elipsy. Redakcji znane s jeszcze inne definicje elipsy, dlatego mozemy z czystym sumieniem
zaproponowa¢ Czytelnikom, by ich poszukali.

3. Zbidr punktéw plaszczyzny, ktérych suma odleglosci od dwoch ustalonych
punktow (ognisk) jest stata, jest elipsg. Pozwala to rysowad elipsy za pomocs
nitki i dwdch pinezek.
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4. Krzywa plaska majgca t¢ wlasnoéé, 2¢ promienie Swietlne wyslane
w dowolnym kierunku z pewnego ustalonego punktu (ogniska) po odbiciu od
krzywej skupig sig wszystkie w jednym punkeie (drugie ognisko), jest elipsg.

1. Przecinajac stozek obrotowy plaszczyzna, ktora tworzy z osia symetrii - = /
stozka kgt wigkszy od kata miedzy osia a tworzacymi stozka, otrzymamy
elips¢. Jezeli wpiszemy w stozek kule styczne do przecinajacej go plaszczyzny
(sq dwie takie kule — ich powierzchnie nazywa si¢ sferami Dandelina), to
punkty stycznosdci z plaszczyzng nazywa sig iskami elipsy. Przecieci
plaszeczyzny przecinajacej stozek z p i zawierajacymi okregi, wzdluz .
ktérych kule sg styczne do stozka, sa dwiema prostymi réwnoleglymi, ktére
nazywa si¢ kierownicami elipsy.
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5. Odcinek o stalej dlugosci $lizga sie kofncami po dwdch przecinajgeych sie
prostych. Dowolnie ustalony punkt tego odcinka zakresli podczas slizgania
elipsg.

2. Zbior punktéw plaszczyzny, kidrych odleglosé od ustaionej prostej (zwanej
kmrnwmcq) pomnozona przez staly liczbe ¢ (zwang mimosrodem) jest réwna
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ich odlegl fod 4 St (zwaness caniakien), ssstelives. o fle 6. Zakredlajac wokol ustalonego punktu (ogniska) krzywg zmiennym promieniem
tylko 0 < ¢ < 1. Mimosréd jest przez elipse wyznaczony jednoznacznie, O R S

natomiast kazda elipsa ma dwie pary kierownica — ognisko. W tym I+ecosg

okredleniu nie mieszczy sig okregi. gdzie k > 0i 0 < ¢ < |, otrzymamy elipse.
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7. Réwnanie x2 4 pxy+ qy2+rx+sy+1t = 0 okreéla w kartezjaniskim ukladzie
wspblrzgdnych na plaszczyinie elipse, o ile tylko
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Warunki te s3 réwnowaine mozliwoéci dokonania takiej zmiany ukladu
poirzednych, by ré ie bylo p
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w ktérym a i b majg ju sens geometryczny — sg to polowy dlugodci osi elipsy,

8. Przeksztalcenie afiniczne plaszczyzny to takie, kidre proste przeprowadza na
proste. Sa wérdd przeksztaleen afinicznych i ic i podobienstwa. Stosujgc
inne od wymieni h przel fcenie afini do okregu otrzymamy elipsg
(réing od okregu).

Majp preykladem takiego przek lcenia jest powinowactwo
prostokatne zmieniajgce odleglosé punktéw od ustalonej prostej w stalym
stosunku. Oczywilcie bez ograniczenia przeksztalcen afinicznych otrzymujemy
réwniez okregi.

k.

9. Weimy na plaszczyinie dwie proste & 1/ oraz trzy nie lezace na nich punkiy

A, B, C. Dowolnej prosiej x pr dzycej przez A przyporzgdkowujemy
prosty y przechodzycy przez B | przecinajgcs si¢ z x na k. Z kolei prostej »
przyporzgdkowujemy prostg z przechodzacy przez C i przecinajgeq sig z y na [
Zbibr punktoéw przecigeia kazdej z prostych x z odpowiadajacy jej prosta r jest
elipsg, o ile tylko proste k i I przecinajg sig po przeciwnej stronie odcinka AC
niz punkt B, k przecina odcinek 4B, a [ — odcinek BC.
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10. Niech A4, B, C, D, E bedg kolejnymi wierzcholkami dowolnego pigciol
wypuklego o przekatnych diuiszych od bokéw i niech F bedzie punktem
przecigcia AD i BE. Dla dowolnej prostej x przechodzqcej przez F

prezez A, jej przecigeie z CE i przez B, — przecigcie z CD. Zbidr punktow
przecigeia prostych A4, i BB, dla réinych prostych x jest elipsy (przechodzgcy
przez A, B. C. Di F).

11. Weimy na dowolnej gladkiej powierzchni , szczyt”, czyli taki punkt,

z ktorego wszystkie drogi prowadza na dél. Jesli przetniemy powierzchnig
przez , szczyt” plaszczyznami pionowymi, otrzymamy pewne krzywe (zwane
normalnymi). Odkiadajac na stycznej do kaidej krzywej (w obie strony od
nSzezytu'’) odeinek dlugodci réwnej pierwiastkowi z promienia jej krzywizny
otrzymamy elips¢ (zwang indykatrysa Dupina ,,szczytu'’).

Promiedi krzywizny krzywej w punkcie to promien okregu najlepiej
przyblizajacego te krzywg w tym punkcie.
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12, Wiroad rozwigzan ro ia roiniczkowego
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s elipsy. Wiemy to na pewno, bo rownanie tego typu opisuje zagadnienie
dwibch cial, a wigc np. ruch Ziemi wokd! Slonca. Aby stwierdzi¢ dla jakiego
a (r) i dla jakich warunkéw poczgtkowych otrzymamy elips¢, odwolajmy sig do

fizyki. Ruch drobnego ciala wzgle srodka duzego ciala o masie M opisany
jest réwnaniem
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gdzie G jest staly grawitacji. Elipse otrzymamy, gdy energia ukladu bedzie
ujemna, co odpowiada warunkowi, by predkosé v (w chwili ¢ = 0) i polozenie
ro spelnialy warunek

=-—Gj-r,

:.a_—G iu: 0.
2 ro



