wprowadzano atomy Ba i elektrony o odpowiedniej energii, ktore zderzajac si¢ z atomami Ba

jonizowaly je. W ten sposdb wytwarzano jeden lub dwa jony na minute, ktdre nastepnie
: chlodzono za pomoca promieniowania. NatgZenie fluorescencji mierzone jako funkcja czasu
§ o S wyraZznie wykazuje stopnie $wiadczace o zwigkszeniu liczby jonéw w pulapce lub o ich ucieczce
E | (rysunek 3). Ostatecznie, pojedynézy jon byl widoczny w postaci chmury o $rednicy okolo 2 pm.
8 Odpowiada to temperaturze 0,01 K. Chmurg jonows mozna bylo obejrze¢ dzigki uzyciu
= mikroskopu o maksymalnym powiekszeniu 200 razy oraz elektronicznego wzmacniacza obrazu.
2 Wykonano szereg fotografii migdzy innymi na kliszy Kodak 103 a-F, dla ktorej stosowano czas
‘E ekspozycji rowny 10 minut.
: —Imin. Naukowcy, ktorzy przeprowadzili opisane tu doswiadczenia, twierdzg, Zze poprawiajac

o w granicach mozliwoéci parametry putapki i lasera stosowanego do chlodzenia mozna osiagnaé

Rys. 3 minimalna temperature 2- 10~° K.

Na zakoriczenie warto nadmieni¢, Ze przeprowadzono takZe pierwsze udane do$wiadczenia
wykorzystujace ci§nienie wywierane przez fotony do zlokalizowania obojetnych elektrycznie
atomow. Role pulapki odegrala stojaca fala elektromagnetyczna. Warto tez zwroci¢ uwage na
to, e ci$nienie wywierane przez promieniowanie moze byé rownie dobrze wykorzystane do
grzania atomow. Jednakze wlasnie zlokalizowanie pojedynczego jonu czy atomu i obserwacja
jego oddzialywania z promieniowaniem daje fizykom nowe, ogromne mozliwosci poznania praw

rzadzacych przyroda.

Ciagi rekurencyjne
a szeregi potegowe

Dr Jerzy RYLL

W artykule ,,Rzu¢ monete raz jeszcze, czyli prawo arcusa

1
sinusa” (Delta 10/1984) pojawil si¢ ciag p, = (Zu)

n+l \n
spelniajacy zaleznoéé rekurencying
n—1
(1 Pa= E PrPr-t-k; po=1.
k=0

W dowodzie powyzszego faktu istotne bylo przedstawienie p,
jako liczby elementéw konkretnego zbioru i rozwazania
kombinatoryczne daly nam zaréwno zalezno$é rekurencyjna, jak
tez jawne wyraZenie na p,.

Jak znaleZ¢ jawny wzér na wyrazy ciggu zadanego rekurencyjnie?
Zadanie takie jest na ogd! dosy¢ trudne. Z ciagiem (p,) nie
poradzili sobie na przyklad uczestnicy obozu przygotowawczego
przed Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna.

Sprobujmy znaleZé jawny wzor na wyrazy ciggu Fibonacciego,
tzn. ciggu spelniajacego zalezno$¢ rekurencying

) Prt2 = @Prs1+@Pn; Po=19p =l

Okres$lmy funkcje F jako sumg szeregu potegowego o
o0 wspolczynnikach @,

=]
3) F(t) = go+put+@at®+ ... = 3 @ul".

n=0

Znajdziemy teraz jawny wzér na funkcje F

0 ) )
F(t)—t—-1= Z Pal" = z @nq-zf”'z = Z (¢n+9’n+l)‘"+’ =
n=2

n=0 n=0

=123 gt +1( Y at™?) = 13- FO)+1(F(D)~1).

n=0 n=0

Tak wige funkcja F speinia rownanie
F(t)—t—1 = E*F(t)+t(F(r)—1).
Jedyng taka funkcja jest (jak fatwo obliczy¢)

F@t) = .
* 1—t—1¢?
Jak znale#é wspolczynniki rozwiniecia funkcji £? Zapiszmy ja
troche inaczej. Pierwiastkami tréjmianu r2+r—1 s3 liczby
—-1-y/5 .
f; = 2 y’ 11; =

F) = 1 15 1 . 1= |
'/5(‘2 l_!_f N l__r_)

2 Iy

_I;VS . Tak wiec

Wystarczy teraz skorzysta¢ ze wzoru na sume szeregu
geometrycznego i

1 1 > A" 1 - AP
””*ﬁ(z‘;(ﬂ ‘—Z(—)) y
oo )

_g ﬁ;;ﬂ.;;ﬂ !

przy czym wzor ten ma sens dla |f| < min(|#,], [f2]).
Z jednoznacznosci rozwiniecia w szereg potegowy mamy

L (l+v/3)n+l_(l_'/§)n+l

Pn = i # =00 0
2°+1.9/5
Funkcija moze mieé tylko jedno rozwinigcie w szereg potggowy (w otoczeniu 0),
@ ]
wzn, jesli f{t) = E apt® = 2, bat", to @y = ba.
n=0 M=

Ze zrozumialych powoddw funkcja F nazywa sig funkcja
tworzacy ciggu (ga).

Oto nieco inny problem, ktoéry tez moZna rozwigzac za pomoca

: no(n+j
funkeji tworzacych. Jak szybko dazy do oo ciag ax = 31 |, |7
j=0



Wystarczy znaleZ¢ inny jawny wzor na a,. Rozwazmy dodatkowo

n—=1 .

: n+j :

ciag b, = ( . ) Mozna sprawdzi€, ze
J.Zu 2j+1

[ an+bn+lv
bary = Gut-by.

agr‘-l.bnﬂo,

Oznaczmy przez A i B funkcje tworzace ciggow (a,) i (ba), to

znaczy A(r) = 2 a.1", B(t) = E bat". Z zaleznosci

n=0
rekurencyjnej Iatwo wynika, ze funkcje 4 i B musza speliaé
ukiad rownan

A(t)—1 = 1+ A(t)+ B(r)
B(t) = 1(A(6)+ B(1)).

Rozwiazujgc ten ukiad otrzymujemy

1—-3r+¢2" 1-3t+12°

Podobnie jak poprzednio, znajdujac pierwiastki tréjmianu
t*—3r+1 i korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
stwierdzamy, Ze

A(f)_i[l—}-l/g (3+1f V5-1 3—|/§)"] i
=L 25 2 2y/5 5
a wiec wyrazenia w nawiasach kwadratowych sg réwne wyrazom

3-y5
2

ciagu (a.). Poniewaz < 1, wiec ciag (a,) rozni sig od

1+ V5 [3+V5)\"
2;/3( -

Oczywiscie przy bardziej skomplikowanych zaleznoSciach
rekurencyjnych funkcje tworzace i robwnania je wyznaczajace

teZ si¢ komplikuja. Potrzebna jest dodatkowa wiedza o szeregach
potegowych.

ciggu geometrycznego (

Wréémy do ciagu (p,) spetniajacego zalezno$é (1). Niech P bedzie
funkcja tworzacg. Mamy

a0
= Y Prat" = P(t) - 1—1.
n=0

) ) 0 ciag zbiezny do 0.

Rozwigzujac rownanie na funkcje P otrzymujemy P(r) =

l;t]/ —4r

I znéw tmeba skorzysta¢ z dodatkowej informacii:
(2n—3)1!
@2n)!!
(gdzie symbol k!! oznacza iloczyn liczb niewiekszych niz k i tej

samej co k parzystosci). Wzor powyzszy jest prawdziwy dla
x| < 1.

3 1 1
@ Yitx=1+ ?x—?x’+ i (— 1)t

Zauwazmy, ze dla n = 2 mamy

@3 @n-2)! 1 @n-2)!
@' @n=-NEm)! 21 [(@n—-DIF
1 (2n—2)! 1 [2n-2
=—— = — e oLl
2n [2"-'(n—1)I? n (n—l)

\

0
Wstawiajac x = —4r do (4) i uwzgledniajac umowe (0) = 1

otrzymujemy
oo
— (=1t 2n-2
V“"‘“ Z ) (ﬂ )_2_zn+1.{_1)9_4n‘f|~=
n=1 "
o0 = <]
2 [2n-2 2 2
B e S ()
n n—1 n+1 n
n=1 n=0
1-yY1-4 =12
TakwiecP(:)=_.L_.:. =Z (n)t".
' - n+l \n

1
(Wzér zachodzi dla I7| < :) Tak wiec otrzymali$my znany
nam jawny wzor na ciag (p,). Zauwazmy, Ze drugie rozwiazanie
1+yY1-4r o
Pt) = ———— mie rozwija sig w szereg potegowy

w otoczeniu. 0, a wigc nie bierzemy go pod uwage.
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