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Rozwigzanie zadania M 393, Ustawiamy boki
kwadratébw w ciag malejgcy 53 = 53 = ...

W lewym dolnym rogu duzego kwadratu
umieszczamy kwadrat o boku 5,, obok niego
kwadrat o boku s; i tak dalej, dopdki jest 1o
modliwe ; nastepny kwadrat o boku 5u, 44
umieszczamy nad pierwszym kwadratem

i znéw posuwamy sig w prawo, dopoki jest to
mozliwe; kwadrat o boku Say, umieszczamy
w trzecim rzedzie poczynajgc od lewej strony
i tak dalej (patrz rysunek).
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiqzania zadafi z numeru n w terminie do kodca miesigca n+ 2. Szkice rozwigzan
sumieszezamy w numerze n+ 4. Moina nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na
oddrielnej kartce), moina to robié co miesige lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki

t z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszezajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44F.
Oceniamy zadania w skali od 0 do | z dokladnoscig do 0,1, Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4— 35N, gdzie § oznacza sumg ocen za rozwigzania tcgo zadania, a N — liczbe osdb, ktore
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) —i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktdéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwiéch konkurencji
{M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktdw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1985.

Zadania z matematyki nr 107, 108

107. Czw_rclrok_q} A_BCD_jcst opisany na kole. K, L, M, N s3 odpowiednio punktami stycznosci
bokow AB, BC, CD, DA z kolem. Udowodnic, ze proste KL, MN i AC przecinajg si¢ w jednym
punkcie lub sg rownolegle.

Redaguje dr Marcin E. KUCZM

108. Dane s3 liczby rzeczywiste a, b, c. Wykaz_aé zbieznos¢ i znalez¢ granice ciggu, ktorego
pierwszymi trzema wyrazami s3 liczby a, b, ¢, a dalej kazdy wyraz jest $rednig arytmetyczng
trzech wyrazow poprzedzajacych.

Zadanie 108 nadeslal pan Andrzej Pawlowski z Zabrza.

Zadania z fizyki nr 5, 6

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

5. Obliczy¢ napigcie panujace migdzy punktami A i B ukladu zlozonego z n galezi, mwicrajchch
dowolne opornosei R, i zrodia sily elektromotorycznej E; (i = 1, ..., n) — jak na rysunku.

6. Dany jest walec wydrazony w taki sposéb, ze wzdluz calej jego osi biegnie kanal, ktéry
rozszerza si¢ stozkowo z jednego konca (patrz rysunek). Podczas poruszania tego walca

w kierunku oznaczonym strzatka do kanalu od jego waskiej strony wpada powietrze. Po
przeplynigciu powietrza do czesci stozkowej kanalu jego ciSnienie — zgodnie z prawem
Bernoulliego — wzrasta. Cisnienie to, dzialajgc na Scianki stozkowego kanalu, wywiera na walec
pewna silg nadajac mu naped w kierunku ruchu. Mamy wiec perpetuum mobile. Wykazaé

blad w powyzszym rozumowaniu.
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Rozwiazanie zadania M 392, Niech E bgdzie
punkiem przeciecia prostej AC z prostg
rownolegly do irodkowej CD i przechodzgcy
przez wierzcholek B, M bedzie srodkiem
odeinka CD. a F punktem przecigcia

prostych AM i BE. Wawczas F jest drodkiem
odcinka BE, a C irodkiem odcinka AE,

a wigc AF i BC sg srodkowymi tréjkqta ABF,
czyli dzielg sig w stosunku 1:2.
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Klub 44
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Rozwigzanie zadania F 168, Rozwazmy ruch
rakicty wzgledem Ukladu Slonecznego.

Z zasady zachowania pgdu wynika, Ze ped
rakiety jest réwny co do wartodei pedowi
wyemitowanych fotondw. Przez p, M, v
oznaczmy odpowiednio ped, masg i predkosd
rakiety po wylgczeniu silnika. Jesli zalozymy,
#¢ folony powstajg na drodze anihilacji
materii, to z zasady zachowania energii

m Moc? = p-c+ Mc2,

gdzie Mo — poczjtkowa masa rakiety, a pc —
fotondw o pedzie p. Jednoczeénie
ped rakiety po wylaczeniu silnika

p=M-v,
o po podstawieniu do (1) daje

v
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Taki sam ped trzeba przekazaé rakiecie
podczas hamowania.

Konicows masg rakiety M, obliczamy
z zasady zachowanin energii:

Moe? = 2pe+ Mye.

Rozwigzania zadai z numeru 11/1984

Przypominamy tres¢ zadari:

97. Niech n bedzie ustalong liczba naturalng. Dowiesé, #e kazda liczba x £ (0,1) ma wielokrotnost kx spelniajaca

warunek #(n+1)-!' < kx < n,

98. Uzasadnié istnienie i znalezé wartosé gmmcy lim 2%x,, gdzie x; = 1, Xg41 = (Vl+_x:- 1)/x5.
99, Na plaszezyZnie dany jest adcinek AB o diugosci c. Wyznaczyé wszystkie polozenia punktu ('. przy ktérych AB
jest najdluzszym bokiem trojkata ABC oraz hy < a, hp = b, he = .

97. Przedziat I = {n*(n+1)"', n) ma dlugoéé¢ d = n(n+1)"1. Jedli wiec x < d, to kx e I dla

pewnego k. Jeslizasd< x < l,tonxe l.

98. Niech W, bedzie 2"+'-katem foremnym opisanym na kole o promieniu jednostkowym
i niech a, oznacza polowg dlugosci boku W,. Wowczas a, = tg¢., gdzie g, = m/2"t!, Zatem

= 2Pusy, 5kad a@n = 2aa4,/(1—a2+,) i w konsekwencji anyy = () T+a2—1) /a,. Otrzymana
formutla rekurencyjna jest identyczna z tg, ktora definiuje ciag (x,); ponadto @, = 1, bo W, jest
kwadratem o boku 2. Wobec tego x, = a, dla wszystkich n. Dlugos¢ obwodu W, wynosi
2"*1. 2a, i dazy (przy n — oo) do dlugosci okregu jednostkowego, czyli do 2. Stad

lim 2"x, = 7/2.

99. Rozwazania ograniczymy do jednej z polplaszczyzn wyznaczonych przez prosta AB

(po drugiej stronie sytuacja jest symetryczna), Punkt C musi leze¢ w soczewce S utworzonej

przez tuki okrggow o $rodkach 4, B i promieniu ¢ (w przeciwnym razie a > ¢ lub b > ).

Niech Ui ¥ beda kolami o promieniu ¢/2 stycznymi do prostej AB w punktach 4 i B.

Pokazemy, ze dopuszczalne polozenia punktu C (w gornej poiplaszezyZnie) wypelniaja obszar
S—(UuV) wraz z brzegiem (rys. 1). Dla dowodu zbudujmy jeszcze potkole W na srednicy AB

i oznaczmy przez P i Q punkty, w ktorych polprosta AC™ przecina obwody Ui ¥ (odpowiednio).
Wowezas AP = BQ = h,. Przy polozeniach punktu C jak na rysunku 2 mamy AP < AC,

czyli hy < b, a przy polozeniach jak na rysunku 3 zachodzi nieréwnos$¢ przeciwna. Dyskusja
nierownosci b, < a jest analogiczna. Natomiast 4. < ¢ zawsze, bo 4B jest najdluzszym bokiem.
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Zjawisko dylatacji czasu powoduje, ie
ziemski czas tewania podrdzy r = Rjv
(R — odleglod¢ Ziemia — centrum
Galaktyki) jest w ukladzie rakiety réwny

reef1=F, A=

Vo]

Poniewnz dla danych w zadapiucr <€ R,

Stad predkosé rakiety: v =

moiemy skorzystaé z przyblizenia —-i-
14+x

1 ciy?
21— gx—codaer = of1- ).
Po pod ieniu do (3) otrzy

jemy
2
Mo = E) M, = 9100 ton.
cr

Paliwo powinno wi gc stanowié prawie caig
maseg rakiety.

Rozwigzanie zadania F 169. Foton padajgc na
powierzchnie skrzydeika przekazuje mu
pewien ped. Ciénienie jest rdwne calkowitej
zmianie pedu fotondw uderzajgcych

w jednostkows powierzchnie w jednostce
czasu.

Srednio zmiana pedu fotonu odbijajacego sig
od powierzchni jest dwukrotnie wigksza niz
zmiana pedu przy absorpcii. Diatego tez
ciénienie swiatla na scianke posrebrzong jest
wigksze niz na poczernions.

Gdy w barice sg resztki gazu, efekt jest na
agol przeciwny. Wigze sig to z faktem, iz
powierzchnia zaczerniona absorbuje wigeej
energii i jest cieplejsza niz posrebrzona.
Cieplejszy jest rbwniez gaz przy lej
powierzchni: czasteczki gazu majy wigkszy
srednig predkodé i przy zderzeniach
przekazujg powierzchni wigkszy ped.
Doéwiadczenie pokazuje, e wystarczy
niewielka iloéé gazu, aby efekt ten byt
dominujacy. Diatego ted wigkszosé
radiometréw Crooke'a obraca sig w kierunku
przeciwnym do spodziewanego.



