
Srednica figury plaskiej J nazywamy kres

górny odleglosci miedzy punktamiJ. tzn.

liczbe sup (AB: A EJ, lJ e f).
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Figure nazywamy wypukla. jesli odcinek
laczacy dowolne dwa jej punkty jest w niej

calkowicie zawarty. W szczególnosci jesli do

figury wypuklej naleza wierzcholki
wie1okatn, lO caly wielokat jest w niej
zawarty.
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Oba twierdzenia HeUy'ego sa prawdziwe

w wersji wielowymiarowej. Jesli rodzina

zbiorów wypuklych w przestrzeni
k-wymiarowej Rk jest skonczona albo sklada

sie ze zbiorów domknietych iograniczonych,
oraz kazde k +) zbiorów z tej rodziny ma

punkt wspólny. to istnieje punkt nalezacy do

wszystkich zbiorów z tej rodziny,

Jak zakryc plame na obrusie

Mgr Jaroslaw GÓRN/CKI

Tytulowe pytanie sformulujemy precyzyjnie. Jaki jest najmniejszy promieÓ kola
zakrywajacego plame o srednicyd? Dla uproszczenia zalózmy, ze plama sklada

sie ze skonczonej liczby punktów. Pierwsza, narzucajaca sie odpowiedz, -}, jest
nieprawidlowa. Otóz, wierzcholki trójkata równobocznego o boku dlugoscid

nie mieszcza sie w zadnym kole o promieniu ~ . Kolo, do którego te punkty

naleza, musi miec promien co najmniej ~> ~ (rys. 1).

Zbiór punktów {A 1, ... , An} o srednicyd na pewno mozemy przykryc kolem
o promieniu d i srodku w dowolnym z tych punktów. Mozemy tez przykryc je
mniejszym kolem. Wybierzmy dowolna pare punktów (powiedzmyA 1 i Az)
odleglych od. Wtedy wszystkie punktyAl' o •• , An naleza do czesci wspólnej kól
o srodkachAl i Az oraz promieniu d. Ale ta czesc wspólna jest zawarta w kole

o srodku O i promieni~r ~ ~3 d < d (rys. 2).

W znalezieniu odpowiedzi na pytanie z poczatku artykulu pomocne beda pewne
fakty dotyczace figur wypuklych.

Twierdzenie Helly'ego (I wersja).Jesli kazde trzy sposród figur wypuklych
fI, ,In (n ~ 3) maja punkt wspólny, to wszystkie maja punkt wspólny (tzn.
fI. n nfn #- 0).

Dowód dla n = 4 sprowadza sie do rozwazenia trójkatów (z brzegiem)
o wierzcholkach nalezacych do zbioru czteroelementowego{A, B, C, D} - dla
dowolnych czterech figur wybieramy po jednym punkcie z czterech przeciec
"po trzy figury". Albo czworokat ABCD jest wypukly i wtedy punkt O przeciecia
przekatnych nalezy do wszystkich czterech trójkatów, albo nie i wtedy np.
D nalezy do trójkataABC, a zatem nalezy do wszystkich trójkatów (rys. 3).

Kazdy z trójkatów bedzie teraz zawarty w pewnej z figur i ich czesc wspólna,
niepusta, zawarta bedziew czesci wspólnej wszystkich czterech figur.

Dalszy dowód twierdzenia jest indukcyjny.
Zastepujemyn + l figur fI, fz, H" fn+ 1 przezn figur fI nfz, f3, "o ,fn+ 1 o tej
samej czesci wspólnej. To, ze dlan figur jest spelnione zalozenie twierdzenia,
wynika albo bezposrednio z zalozenia dla figurf t , H' ,fn+ l' albo z udowodnionego
przypadku n = 4.

Twierdzenie Helly'ego (ll wersja). Jesli kazde trzy figury z rodzinySi' ograniczonych
i domknietych figur wypuklych maja punkt wspólny, to wszystkie figury
z rodziny Si' maja punkt wspólny.

Zalozenie domknietosci i ograniczonosci figur jest tu istotne. Jako kontrprzyklad
mozna podac cia~ kól otwartych, stycznych do ustalonej prostej w ustalonym
punkcie i o promieniach dazacych do zera (rys. 5) lub ciag pólplaszczyzn
wyznaczonych przez równolegle proste lezace w równych odleglosciach.

Ta druga wersja twierdzenia Helly'ego posluzy nam do redukcji naszego problemu.

Wniosek. Jesli kazde trzy punkty figury mozna przykryc kolem o promieniur,
to i cala figure tez mozna przykryc takim kolem.

Dowód. Mamy pokazac, ze pewien punkt plaszczyzny jest oddalony od dowolnego
punktu figuryf o nie wiecej nizr. Poniewaz kazde trzy punkty figuryf, np. A, B, C,
mozna przykryc kolem o promieniur, wiec srodekX takiego kola nalezy
do trzech kól o promieniachr i srodkach w punktachA, B, C (odleglosc
punktu X od kazdege z punktówA, B, C nie jest wieksza nizd) (rys. 6). Tak
wiec kazde trzy kola o promieniachr i srodkach nalezacych do figuryf maja
punkt wspólny. Z twierdzenia Helly'ego wynika istnienie punktu O, który
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Niektórzy uwazaja, ze zaplamiony obrus

najlepiej wyprac.

Dowód. Obierzmy dowolne trzy punkty figuryf, np. A, B, C. Kazdy z trzech
boków trójkata ABC ma dlugosc Jlie przekraczajacad. Jesli trójkat ABC jest
rozwartokatny lub prostokatny, to zawiera sie on w kole, którego brzegiem
jest okrag opisany na jego najdluzszym boku jako na srednicy (rys. 7). Promien

takiego kola nie przekracza wartosci ~< :3'Jezeli trójkat ABC jest
ostrokatny, to miara przynajmniej jednego z katów, np. kata przy wierzcholkuA,

k ' . , .. d . l :n; :n; W' . y3
tora oznaczymy0::, Jl'lleSCISIew prze zla eT > o:: ;;: 3' owczas smo:: ;;: 2'

a poniewaz dlugosc bokuBC lezacego naprzeciw wierzcholkaA jest nie wieksza

niz d, wiec srednica2R okregu opisanego na trójkacieABC, która jest równa-:!-sm o::

nie przewyzsza.2/~,czyli R:S; d_ (rys. 8). Tym samym pokazalismy, ze dowolne",3 V3

trzy punkty figury! o srednicyd mozna przykryc kolem o promieniu d_.
y3

Zatem na podstawie poprzedniego wniosku cala figuref mozna przykryc kolem

o promieniu. :3'co konczy dowód.

nalezy do wszystkich kól o srodkach w figurze! i promieniachr, co oznacza,
ze kolo o promieniud i srodku w punkcieO przykrywa cala figuref
Wniosek ten pozwala udzielic odpowiedzi na postawione wczesniej pytanie.

Twierdzenie (H. W. E. Jung, 1901).Dowolna figure plaska! o srednicyd mozna

zawrzec w kble o promieniu:3'
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Jung badal równiez analogiczne zagadnienie w przypadku n-wymiarowym
i wykazal, ze kazda n-wymiarowa bryle o sre"clnicyd mozna zawrzec w

n-wymiar9wej kuli o promieniur = dV 2(n: l) . ~ przypadku n = 3 wyniku
tegó równiez nie mozna polepszyc, bowiem najmniejszym promieniem kuli,
w której mozna zawrzecczwórke punktów umieszczonych w wierzcholkach

czworoscianu foremnego o krawedzi dlugoscid, jest wlasnier = d· ]I ~.

Czy jest to ostatnie slowo - nie wiadomo!

Kazda figure plaska o srednicyd mozna pokryc szesciokatem foremnym,

k ' b k' , d
torego o Jestrownyy3.

Szesciokat foremny z tego twierdzenia (rys. 9) ma pole równeVI d2 < ; d2•

Na przyklad kolo z twierdzenia Junga ma pole równe ;d2• Nie jest to
rozwiazanie przedstawionego wyzej problemu. Swiadczy o tym twierdzenie
bedace wzmocnieniem twierdzenia Junga (dowód mozna znalezc np. w ksiazce
I. M. Jaglom, W. G. Boltianski - Figury wypukle):

Scisle z twierdzeniem Junga wiaze sie nastepujacy problem, którego rozwiazanie
dotychczas nie jest znane: znalezc figure o najmniejszym polu, która mozna by
pokryc kazda figure plaska o srednicyd. Wykazano tylko istnienie figury
o najmniejszym polu, która pokrywa kazda figure plaska o srednicyd.
Z twierdzen tych nie mozna wysnuc zadnych wniosków co do ksztaltu tej figury.

Zauwazmy, ze wyniku tego twierdzenia nie mozna polepszyc, o czym swiadczy
18 podany na poczatku przyklad.c
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