Srednica figury plaskicj f nazywamy kres
gérny odleglosci migdzy punktami f, ten.
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Figure nazywamy wypukly, jesli odeinek
faczacy dowolne dwa jej punkty jest w niej
calkowicie zawarty. W szczegodlnodci jesl do
Tigury wypuklej naleza wisrzcholki
wielokatn, to caly wielokygt jesi w nizi
AWy,

Rys. 4

Oba twierdzenia Helly'ego sg prawdziwe

w wersji wielowymiarowej. Jesli rodzina
zbiorow wypuklych w przestrzeni
k-wymiarowej R¥ jest skorficzona albo sklada
sig ze zbiordw domknietych i ograniczonych,
oraz kazde k + 1 zbioréw z tej rodziny ma
punkt wspdlny, to istnieje punkt nalezgey do
wszystkich zbioréw z tej rodziny.

Jak zakry¢ plame na obrusie
Mgr Jarostaw GORNICKI

Tytulowe pytanie sformutujemy precyzyjnie. Jaki jest najmniejszy promien kola
zakrywajgcego plamg o §rednicy d? Dla uproszczenia zalézmy, ze plama sktada

si¢ ze skonczonej liczby punktow. Pierwsza, narzucajgca sie odpowiedz, s Jest

nieprawidlowa. Ot6z, wierzcholki tréjkata réownobocznego o boku dhugosei d

- : o = d ;
nie mieszczq si¢ w zadnym kole o promicniu 5 Kolo, do ktérego te punkty

nalezg, musi mie¢ promien co najmniej T > = (rys. 1).
3

Zbioér punktow {A,, ..., 4, } o Srednicy d na pewno mozemy przykryé kotem

o promieniu d i srodku w dowolnym z tych punktéw. Mozemy tez przykryé je
mniejszym kolem. Wybierzmy dowolna pare punktéw (powiedzmy A, i A,)
odlegtych o d. Wtedy wszystkie punkty 4,, ..., 4, naleza do czgici wspolnej kot
o srodkach 4, i 4, oraz promieniu d. Ale ta czes¢ wspdlna jest zawarta w kole

o srodku O i promieniu r = @ d < d (rys. 2).

W znalezieniu odpowiedzi na pytanie z poczatku artykutlu pomocne beda pewne
fakty dotyczace figur wypuktych.

Twierdzenie Helly'ego (I wersja). Jesli kazde trzy sposrdd figur wypuklych
Jis oo Ju (n = 3) majg punkt wspdlny, to wszystkie maja punkt wspélny (tzn.
fLin.. nf, # 0).

Dowod dla n = 4 sprowadza si¢ do rozwazenia trojkatdow (z brzegiem)

o wierzchotkach nalezacych do zbioru czteroelementowego {4, B, C, D} —dla
dowolnych czterech figur wybieramy po jednym punkcie z czterech przecigé

..po trzy figury”. Albo czworokat ABCD jest wypukly i wiedy punkt O przecigcia
przekatnych nalezy do wszystkich czterech tréjkatéw, albo nie i wtedy np.

D nalezy do trojkata ABC, a zatem nalezy do wszystkich trojkatow (rys. 3).

Kazdy z trojkatow bedzie teraz zawarty w pewnej z ligur i ich cze$¢ wspdlna,
niepusta, zawarta bgdzie w czgdci wspolnej wszystkich czterech figur.

Dalszy dowdd twierdzenia jest indukeyjny.

Zastgpujemy n+1 figur f;, f3, ..., fo41 przez nfigur fi0fs, fa, .oy fos1 O tej

samej czesci wspolnej. To, ze dla n figur jest spelnione zaloZenie twierdzenia,
wynika albo bezposrednio z zalozenia dla figur f,, ..., fns 1, albo 7z udowodnionego
przypadku n = 4.

Twierdzenie Helly’ego (II wersja). Jesli kazde trzy figury z rodziny # ograniczonych
i domknigtych figur wypuklych maja punkt wspoélny, to wszystkie figury :
z rodziny # majg punkt wspdlny.

Zatozenie domknigtodci i ograniczonosci figur jest tu istotne. Jako kontrprzyklad
mozna poda¢ cigg kol otwartych, stycznych do ustalonej prostej w ustalonym
punkcie i o promieniach dazacych do zera (rys. 5) lub ciag pélplaszczyzn
wyznaczonych przez réwnolegle proste lezgce w réwnych odleglosciach.

Ta druga wersja twierdzenia Helly’ego postuzy nam do redukcji naszego problemu.

Whiosek. Jesli kazde trzy punkty figury mozna przykry¢ kolem o promieniu r,
to i calg figure tez mozna przykryé takim kolem.

Dowéd. Mamy pokaza¢, ze pewien punkt plaszczyzny jest oddalony od dowolnego
punktu figury f o nie wigcej niz r. Poniewaz kazde trzy punkty figury f, np. 4, B, C,
mozna przykry¢ kolem o promieniu r, wiec srodek X takiego kola nalezy

do trzech ko6t o promieniach r i srodkach w punktach 4, B, C (odlegloéé

punktu X od kazdege z punktéw A4, B, C nie jest wigksza niz d) (rys. 6). Tak

wige kazde trzy kota o promieniach r i $srodkach nalezacych do figury f maja

punkt wspolny. Z twierdzenia Helly’ego wynika istnienie punktu O, ktéry

&



Rys. 6

Niektérzy uwazajg, ze zaplamiony obrus
najlepiej wyprag,

C,

nalezy do wszystkich kot o srodkach w figurze /i promieniach r, co oznacza,
ze kolo o promieniu 4 i srodku w punkcie O przykrywa calg figure f.

Whiosek ten pozwala udzieli¢ odpowiedzi na postawione wczesniej pytanie.

Twierdzenie (H. W E. Jung, 1901). Dowolna figurg plaska f o srednicy d mozna
= ud
zawrze¢ w kole o promieniu =

V

Dowdd. Obierzmy dowolne trzy punkty figury f, np. 4, B, C. Kazdy z trzech
bokdéw tréjkata ABC ma dlugosé nie przekraczajgca d. Jesli trojkat ABC jest
rozwartokatny lub prostokatny, to zawiera sie¢ on w kole, ktérego brzegiem
jest okrag opisany na jego najdiuzszym boku jako na $rednicy (rys. 7). Promieni

takiego kola nie przekracza wartosci Sy < —~—3_— Jezeli trojkat ABC jest

ostrokatny, to miara przynajmniej jednego z katéw, np. kata przy wierzchotku 4,

ktdéra oznaczymy «, miesci si¢ w przedziale -:21 S % Wowczas sina > VT,
a poniewaz dlugo$¢ boku BC lezacego naprzeciw wierzchotka A jest nie wigksza

niz d, wigc srednica 2R okrggu opisanego na tréjkacie ABC, ktora jest rowna T

nie przewyzsza 2 czyli R < % (rys. 8). Tym samym pokazali$my, ze dowolne

V3’

: ; 3 ol O
trzy punkty figury f o srednicy d mozna przykry¢ kotem o promieniu —?.
Zatem na podstawie poprzedniego wniosku calg figure f mozna przykry¢ kolem

o promieniu.——, co konczy dowaod.

V3’

Zauwazmy, 2e wyniku tego twierdzenia nie mozna polepszy¢, o czym Swiadczy
podany na poczatku przykiad.

Jung badal réwniez analogiczne zagadnienie w przypadku n-wymiarowym
1 wykazal, ze kazda n-wymiarowa bryle o srednicy d mozna zawrze¢ w

n-wymiarowej kuli o promieniu r = d W przypadku n = 3 wyniku

n

2(n+1)°
tego rowniez nie mozna polepszy¢, bowiem najmniejszym promieniem kuli,
w ktorej moZna zawrzeé czworke punktéw umieszczonych w wierzcholkach

czworoscianu foremnego o krawedzi dhugosci d, jest wilasnie r = d- l/g—

Scigle z twierdzeniem Junga wiaZe si¢ nastepujacy problem, ktorego rozwigzanie
dotychczas nie jest znane: znalezé figure o najmniejszym polu, ktérg mozna by
pokry¢ kazda figure plaskg o srednicy d. Wykazano tylko istnienie figury

o najmniejszym polu, ktéra pokrywa kazda figure plaska o srednicy d.

Z twierdzen tych nie moZna wysnué¢ Zadnych wnioskéw co do ksztaltu tej figury.

Na przyklad kolo z twierdzenia Junga ma pole réwne g— d?. Nie jest to

rozwiazanie przedstawionego wyzej problemu. Swiadczy o tym twierdzenie
bedace wzmocnieniem twierdzenia Junga (dowéd mozna znalez¢ np. w ksigice
I. M. Jaglom, W, G. Bottianiski — Figury wypukle):

Kazdg figure plaska o srednicy d mozna pokry¢ szesciokatem foremnym,

ktorego bok jest rowny %
. - VL
Szesciokat foremny z tego twierdzenia (rys. 9) ma pole réwne = d?.< y d%;

Czy jest to ostatnie stowo — nie wiadomo!
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