Piotr RACZKA

Krzywe fraktalne w tym numerze
Delty pochodza ze znakomitej
ksigzki Benoita B. Mandelbrota
Fractals (W. H. Freeman

and Company, 1977).

Terminem turbulencja okresla si¢ gwaltowne, burzliwe zachowanie si¢ plynow.
Przykladow turbulencji nie trzeba szuka¢ daleko — przypuszczam, ze kazdy

z Czytelnikéw miat okazje widzie¢ zalamywanie si¢ fal, wzburzony slad za
statkiem albo intensywny strumien wody z ogrodowego weza. Praktycznie
wszystkie przeplywy spotykane w przyrodzie sg, przynajmniej czgsciowo,
turbulentne.

Mimo swej powszechnosci turbulencja wcigz jest dla uczonych zagadka, a teoria
turbulencji po stu latach réznych préb nie moze pochwalié si¢ znaczacymi
rezultatami. W szczegdlnosci nie znamy do tej pory przyczyn powstawania
turbulencji i nie umiemy przewidywa¢ ewolucji ruchu turbulentnego.

Turbulencja obfituje w réznego rodzaju zaskakujace zjawiska. Ciekawa jest juz
sama geometria przeptywow turbulentnych. Okazuje si¢ bowiem, Ze w takich
przeplywach obszar turbulentny (tzn. obszar, w ktérym predkosc plynu
gwaltownie si¢ zmienia na krotkich odcinkach) zajmuje tylko czgs$¢ przestrzeni,
w ktorej zachodzi przeptyw. Latwo jest zauwazy¢, Ze nawet w najbardziej
burzliwych przeplywach istniejg obszary ,.spokojne”, wystepujace

w charakterystyczny sposéb — im dokladniej analizujemy rozklad predkosci,
tym wigcej takich obszaréw widzimy. Inaczej mowiac, struktura obszaru
turbulentnego przypomina troche ser szwajcarski-— obszar ten sklada si¢ prawie
wylacznie z dziur! Ma on rowniez wiasnosci ,, jakosciowego samopodobieristwa™,
Oznacza to, ze w wielu przypadkach nie potrafiliby§my odrézni¢ zdjecia przeplywu
turbulentnego w skali 1:1 od zdjecia zrobionego w wielokrotnym powigkszeniu
(podobne wilasnosci ma np. tzw. Dywan Sierpinskiego, rys. 1).
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Rys. 1. Kolejne przyblizenia
dywanu Sierpinskiego —
struktura samopodobna.
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Rys. 2. Wykres funkcji, ktéra jest
nieciggla w punktach nalezacych
do zbioru Cantora i stala poza nim
(tzw. Diabelskie Schody).

Rys. 3. Wytwarzanie turbulencji
w tunelu aerodynamicznym

za pomocg kraty.

Sa to wlasnosci charakterystyczne dla obiektow o utamkowym wymiarze (patrz
artykut J. Rylla w tym numerze), co sklonilo Benoita Mandelbrota, wielkiego ich
entuzjaste, do wysunigcia hipotezy, ze obszar, na ktérym skupiona jest
turbulencja, jest fraktalem. Zgodnie z ta hipoteza rozklad predkosci plynu
powinien przypomina¢ wykres funkcji przedstawionej na rysunku 2.

W dalszej czesei artykulu pokaze, jak mozna zweryfikowaé hipotezg Mandelbrota
dla najprostszego przypadku turbulencji, tzw. turbulencji izotropowe;j.

Zanim sprecyzujemy znaczenie terminu ,turbulencja izotropowa”, przyjrzyjmy si¢
pewnej szczegdlnej realizacji przeptywu turbulentnego. Rysunek 3 przedstawia
schematycznie zachowanie si¢ turbulencji wytworzonej w tunelu aerodynamicznym
za pomocg kraty wstawionej prostopadle do jednorodnego strumienia. Krata
powoduje powstanie w strumieniu wiréw, ktorych typowe rozmiary sg rzedu
wielkosci ,,oczka’ w kracie. Wiry te rozpadaja si¢ nastepnie na mniejsze, te zas na
jeszcze mniejsze itd. (obszar A).

W obszarze B najmniejsze wiry sa juz kilka rzedow wielkoéci mniejsze od wiréw
powstatych na kracie. Jest to obszar, gdzie ewolucja wiréw trwala na tyle dhugo,
ze zdazyla sie wyksztalci¢ | struktura drobnoziarnista”, a przy tym na tyle krétko,
Ze straty energii ze wzgledu na lepkos$¢ plynu jeszcze nie sg istotne.

W obszarze C nastgpuje zanik turbulencji na skutek spowodowanej lepkoscia
plynu dyssypacji energii kinetycznej na ciepto.
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Rys. 4. Rozklad prostego pola
predkosci na skladowe

harmoniczne.
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Rys. 5. Typowy ksztalt widma
energii.

Rys. 6. Schematyczne przedstawienie
rozpadania si¢ wiréw.

Wyobrazmy sobie teraz ruch turbulentny, ktéry by powstal, gclybysmy potrafili
w calej przestrzeni z jednakowsg wszgdzle mtensywnoéc:a generowac (w blizej
nieokreslony spos6b, zwany dalej ,,mieszaniem™) wiry o zadanej wielkosci. Ten
wlasnie wyidealizowany przypadek turbulencii, charakteryzujacy si¢ wysoka
symetria, nazywa si¢ turbulencja izotropowa. Oczywiscie nie istnieja zjawiska,
w ktorych izotropowos¢ turbulencji bylaby scista. W wielu przypadkach mozna
Jjednak przyjac, ze turbulencja jest w niewielkich obszarach izotropowa.

Jedna z charakterystyk turbulencji izotropowej jest funkcja okreslajaca rozklad
catkowitej energii kinetycznej ukiadu migdzy wiry o réznych rozmiarach, tzw.
widmo energii. Jak zapewne Czytelnikowi wiadomo, pole predkosci mozna
przedstawiC w postaci sumy skladowych harmonicznych wzgledem zmiennych
przestrzennych. W szczegdlnosci, jesli wir ma rozmiary rzedu /, to w rozkladzie
jego pola predkosci na skladowe harmoniczne dominowaé beda sktadowe
ety b 1
odpowiadajace wektorom falowym o dhugosci k rzedu ¥ >
E(k) definiujemy jako wartos¢ Srednig energii kinetycznej na jednostke masy
plynu i jednostke dtugosci wektora falowego. Funkcja E(k) méwi nam, jaki wktad

(rys. 4). Widmo energii

do calkowitej energii kinetycznej ukfadu wnosza wiry o rozmiarach rzedu %

Widmo energii mozna wyznaczy¢ eksperymentalnie.

Ksztalt widma (rys. 5) odzwierciedla sposéb, w jaki energia przeplywa przez
uklad. Energia jest wprowadzana przez mieszanie, czyli tworzenie na_]wlgkszych
wiréw (male k). Dyssypac;a energu na cieplo zachodzi gtéwnie przez male wiry
(duZze k). W stanie rUWnowagl dynamicznej predkosé dyssypacp jest rowna
predkosci, z jaka energia jest dostarczana do ukladu przez mieszanie.

-Jesli mieszanie jest wystarczajaco intensywne, w pewnym zakresie widma (w tzw.

obszarze inercjalnym) przeplyw energii jest niezalezny zaréwno od mieszania,
jak i od lepkosci.

Dla zweryfikowania hipotezy Mandelbrota wyprowadzimy, za pomoca
uproszczonego modelu przeplywu energii, posta¢ widma energii w obszarze
inercjalnym. Zaklada¢ bedziemy, ze obszar turbulentny ma wymiar D. Poréwnanie
rezultatu naszych rozwazan z wynikami doswiadczen pozwoli otrzymaé liczbowa
wartos¢ D.

Przyjmijmy, Ze wiry o rozmiarach /, rozpadaja si¢ na wiry o rozmiarach /, = % Iy,

. 2
te zas na wiry o rozmiarach /, = (—l—) lp itd. Wiry n-tego rzgdu beda miaty

2

n
rozmiary [, = (~21—) lo. Jesli obszar, w ktérym skupiona jest turbulencja, jest

fraktalem, to wiry nie beda wypelnialy calej przestrzeni. Przyjmijmy wiec, ze wir
n-tego rzgdu rozpada si¢ na N wirdw rzedu n+1, przy czym N < 23 (rys. 6).
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W ten sposob wiry rzgdu n+1 beda zajmowa¢ utamek f§ = 23
zajmowanej przez wiry rz¢du n, a wiry rzedu n ulamek " przestrzeni zajmowanej
przez wiry zerowego rzedu. Zbiér, na ktérym skupione beda najmniejsze wiry,
logN
log2 °
Proste rozwazania przedstawione obok pozwalaja wyprowadzi¢ w powyZszym
modelu ksztalt widma energii w obszarze inercjalnym:

przestrzeni

bedzie w przyblizeniu fraktalem o wymiarze podobienstwa D =

k) ~ & k=3 (klg) -1,

gdzie p = 3—D, ¢ — szybkos¢ wprowadzania energii do ukiadu.
Mozna tatwo sprawdzi¢, ze wynik ten jest rozsadny. Jedli przyjmiemy f = 1, tzn.
ze wiry kazdego rzgdu wypelniajg cala przestrzen, to D = 3 i otrzymamy widmo



energii w postaci zaproponowanej przez Kolmogorowa E(k) ~ &'k

e
3

Taka posta¢ widma dla turbulencji jednorodnej w calej przestrzeni mozna
otrzymac postugujac si¢ wylacznie argumentami wymiarowymi — jedyna funkcja
e i ks ktéra ma wymiar E(k), jest £2/3k=3/*, Okazuje si¢, ze przy odpowiednio
intensywnym mieszaniu w widmach otrzymanych z doswiadczen rzeczywiscie
wystepuje obszar potegowej zaleznosci od k (co potwierdza stusznos¢ przyjetego
modelu przeplywu energii) z wykladnikiem mniejszym od —3/; (co potwierdza
hipotez¢ Mandelbrota). Dane doswiadczalne daja u ~ 0,5, czyli wymiar fraktala
D ~ 25,

Jak wida¢, poprawka do rezultatu Kolmogorowa nie jest duza. Na szczgscie
wspolczynnik u pojawia si¢ réwniez w innych charakterystykach turbulencii,

ktore znacznie lepiej rozrézniaja turbulencje wypelniajaca cala przestrzen od
turbulencji na fraktalu. Pomiary i tym razem potwierdzaja niesprzeczno$¢ hipotezy
Mandelbrota. Zgodno$é¢ wynikéw otrzymanych w réznych sytuacjach
eksperymentalnych pokazuje rowniez, ze wymiar fraktala nie zalezy od spesobu,
w jaki zostal wygenerowany (np. nie zalezy od intensywnosci mieszania), tzn. jest
uniwersalna wielkoscig charakteryzujaca turbulencje izotropowa.

(zyteinicy proponuja

Nasz Czytelnik Zbigniew Czesak z Krakowa zadal nam nastgpujace pytanie:

Do trojkata ABC dopisano trzy trojkaty rownoboczne ABC’, AB'C i A'BC
jak na rysunku. Czy znajac tylko punkty 4’, B', C’, mozna znalezé punkty
A B CY =

Mozna. Najpierw znajdujemy punkt P, z ktorego wida¢ kazdy z odcinkow
A'B', B'C'i C'A’ pod katem 120° a nastgepnie na kazdej z polprostych A'P,

s 1 ;
B'P i C'P odlozy¢ odcinek o dlugosci > (A'P+B'P+C'P). Konce tych odcinkow
to szukane punkty 4, Bi C.

Powstaja dwa pytania. Po pierwsze — jak znalez¢ punkt P (i kiedy go znalez¢
mozna)? Tu nalezy postuzy¢ si¢ lukami Talesa (piszemy o nich w numerze).
Po drugie — skad wiadomo, ze proponowana konstrukcja jest poprawna?

W tym pomaga rozwigzanie problemu Fermata (tez podane w numerze).
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