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Odcinkiem jest tu dla nas zbiór liczb
spelniajacych nierównosca .;; x < b.
kwadratem zbiór takich' punklów(x. y), ze
al :s:;;x < bl• 02 :S; Y < b2; analogicznie
z slescianem. Takie dobieranie punktów
brzegowych jest konieczne. aby podzial,
o którym mowa, byl mozliwy.
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Rys.2

Co to znaczy, ze wymiar odcinka jest l, wymiar kwadratu 2, a szescianu 3? Pisalismy wDe/cie

5/1983 o wymiarze topologicznym. Okazuje sie, ze na wymiar wyzej wymienionych figur mozna
spojrzec inaczej i to inne podejscie do ich wymiaru ma uogólnienia znajdujace zastosowanie
miedzy innymi w fizyce. Otóz odcinek da sie podzielic nan = nI odcinków podobnych do

1 1
wyjsciowego w stosunku -, kwadrat mozna podzielic nanZ czesci podobnych w stosunku -

n n

do calego kwadratu. Dla szescianu otrzymamyn3 takich czes~i.

Moze wiec okreslic wymiar figury jako taka liczbeD, ze cala figure mozna podzielic naN = nD

1
czesci podobnych w stosunkur = - do calej figury. (Zauwazmy, ze jesli taki podzial jestn

mozliwy, to mozna tez podzielic figure naNk czesci podobnych w stosunkurk). Mamy wtedy
1 .

D = InN/ln - . Zadamy tu oczywiscie, by liczbaN byla naturalna, natomiast liczban moze nie
r

byc calkowita. Okazuje sie, ze tak zdefiniowany wymiar (wymiar podobienstwa) ma dobre
wlasnosci, aczkolwiek jest okreslony dla waskiej klasy zbiorów, nazywanych figurami
samopodobnymi.
Zobaczmy, jaki wymiar (w powyzszym sensie) ma nieco mniej typowa figura, jaka jest zbiór
Cantora. Zbiór Cantora otrzymujemy z odcinka [0,1] wyrzucajac z niego srodkowy odcinek

o dlugosci + (tzn. (+, ~)),nastepnie' z kazdego z pozostalych odcinków wyrzucamy znów

srodkowe trzecie czesci (tzn. (~. ~), (~ ' :)) i kontynuujemy ten proces w nieskonczonosc
(rys. 2). To, co pozostalo po wyrzuceniu wszystkich tych odcinków, jest zbiorem Cantora.

Oczywiscie kazda "polówka" zbioru Cantora (tzn. jego czesci zawarte w odcinkach [O, ~]

i [+, l]) jest podobna do calego zbioru w stosunku+. Tak wiec' wymiar podobienstwa zbioru
In2

Cantora jest równy -- - nie jest zatem liczba calkowita!
In3

Wymiar podobienstwa pozwala wiec precyzyjniej rozrózniac figury, niz wymiar topologiczny.
Wymiar topologiczny zbioru Cantora jest równy O-jest taki sam jak wymiar punktu czy ciagu
punktów.
Oto dwie inne figury, dla których mozna obliczyc wymiar podobienstwa. Ich konstrukcja jest
przykladem bardziej ogólnej sytuacji. Otóz, bierzemy lamana o równych odcinkach i kazdy jej
odcinek zastepujemy lamana podobna do dancj w ustalonym stosunku. Krok taki powtarzamy
nieskonczenie wiele razy (stosunek podobienstwa lamanych wstawianych w kolejnych krokach jest
staly).

2. Zjawisko Dopplera

Zalózmy, ze w jednorodnym osrodku znajduje sie nieruchome
wzgledem niego zródlo fal (np. zródlo dzwieku w powietrzu)
o okresie To. Niech ponadto uklad odniesienia zwiazany
z osrodkiem bedzie inercjalny.
Przedstawmy zródlo i fale na dwuwymiarowym diagramie
czasoprzestrzennym. Linia swiata zródla spoczywajacego
w x = ° pokrywa sie z osia czasu (rys. 2a). Co jeden okres, tj.
w punktach 0,To, 2To ... opuszcza zródlo maksimum fali.
Maksima przesuwaja sie w obu kierunkach naszego
jednowymiarowego swiata z predkosciau równa predkosci
rozchodzenia sie fal w osrodku. Linie swiata maksimów sa
równoleglymi pólprostymi o kierunku wyznaczonym przez predkosc
u (oraz przyjete jednostki czasu i odleglosci). Dlugosc faliAo

jest rowna odleglosci miedzy maksimami fal, mierzonej wzdluz
linii t = const.

Niech teraz fale emitowane przez zródlo rejestruje obserwator

poruszajacy sie ruchem jednostajnym z predkoscia'U wzgledem
osrodka (np. pasazer pociagu przejezdzajacego w poblizu zródla
dzwieku).
Jaki okres fali zarejestruje? Zalózmy, ze obserwator mija zródlo
w chwili t = O. Na rysunku 2b przedstawiona jest cala historia
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Pierwsza z wyjsciowych lamanych bedzie brzeg kwadratu (rys. 3a), którego odcinki beda
zas'tepowane przez lamane o 7 odcinkach podobne do lamanych z rys. 3b, a druga - lamanal
z rys. 4. Stosunek podobienstwa w obu przypadkach jest równy-=-. Pierwsze dwa kroki

/ y17
przedstawione sa na rys.S i 6. Kolorem zaznaczono lamana otrzymana z kwadratu. Wyraznie
widac, ze lamana kolorowa mniej wypelnia plaszczyzne niz ta druga. Oczywiscie dlugosc obu
lamanych jest nieskonczona.

Rys. 4

Rys. 5

Wymiar Hausdorffa jest pojeciem
metrycznym. Zbiory homeomorficzne moga
miec rózny wymiar Hausdorlfa. To samo
dotyczy wymiaru podobienstwa.

Wykazac, ?e dla dowolnej liczbyD E [0.2]
istnieje fraktal o wymiarzeD (dla D E [0.\]
mozna zmodyfikowac konstrukcje zbioru
Cantora).

Wymiar podobienstwa krzywej czarnej, bardziej wygietej, jest równy 2 - mozemy ja podzielic
1

na 17 czesci podobnych w stosunku-=-. Natomiast krzywa kolorowa ma wymiar podobienstwa
y17

log7/log V 17 ~ 1,37. Jak juz powiedzielismy, wymiar podobienstwa da sie okreslic tylko dla
figur samopodobnych. Mozna go nieco uogólnic, jesli dopuscic podzial figury na figury
samopodobne (z tym samymN i r) - tak trzeba zrobic z kolorowa krzywa z poprzedniego
przykladu. Okazuje sie, ze wymiar podobienstwa jest szczególnYm przypadkiem wymiaru
Hausdorffa, który daje sie okreslic dla dowolnego zbiorl,l w przestrzeni euklidesowej.

Rys. 6

Wymiar Hausdorffa zbioru nigdy nie jest mniejszy od wymiaru topologicznego tego zbioru.
Jesli nie jest mu równy, to zbiór nazywamy fraktalem (od lacinskiego fractus - zlamany).
Fizycy próbuja stosowac fraktale do opisu turbulencji.

Rys, 2c

Czytanie diagramu czasoprzestrzennego moze ulatwic kartonik z waskim
wycieciem. Przesuwajac wyciecie prostopadle do osi czasu ogladamy swego
rodzaju jednowymiarowy film animowany: maksima fal opuszczajazródlo9
dochodza do obserwatorai mijaja go.

2

obserwatora i maksimów fal. Natychmiast mozna zauwazyc, ze
obserwator zblizajacy sie do zródla(t < O) zarejestruje fale
o okresie T krótszym od To, natomiast obserwator oddalajacy
sie (t > O) zarejestruje fale o okresie dluzszym odTo.

Okres T jest równy wspólrzednej czasowej punktuB (rys. 2b).
Latwo zauwazyc, ze:AB = vT, BC = Ao= uTo i AC = uT,

l
a stad vT+uTo = uT, czyli T = To---.
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Na diagramie 2c obserwator spoczywa wzgledem osrodka,
a zródlo porusza sie ze stala predkosciaw. Predkosc rozchodzenia
sie fal jest taka sama jak w poprzednim przypadku. Okres fali
zarejestrowanej przez obserwatora (dlat > O) jest teraz równy:

T = TO( 1+ :).

Czytelnikowi pozostawiamy do rozwazenia trudniejsze przypadki:
(l) zródlo i obserwator poruszaja sie wzgledem osrodka,
(2) obserwator porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym,

(3) predkosc obserwatora jest wieksza od predkosci fali,
obserwator i zródlo spoczywaja, a fala odbija sie od zwierciadla
poruszajacego sie z predkoscia równolegla do predkosci fali.

(cdn.)


