Ul k W "~ Co to znaczy, ze wymiar odcinka jest 1, wymiar kwadratu 2, a szescianu 3? PisaliSmy w Delcie
amko y 5/1983 o wymiarze topologicznym. Okazuje sig, ze na wymiar wyzej wymienionych figur mozna
spojrze¢ inaczej i to inne podejicie do ich wymiaru ma uogélnienia znajdujace zastosowanie

W y miar miedzy innymi w fizyce. Otoz odcinek da si¢ podzieli¢ na n = ' odcinkéw podobnych do
wyjsciowego w stosunku %, kwadrat mozna podzieli¢ na n* czesci podobnych w stosunku Tlr
Dr J erzy RYLL do calego kwadratu. Dla sze$cianu otrzymamy #* takich czgéci.
Moze wigc okresli¢ wymiar figury jako taka liczbe D, ze cala figurg mozna podzieli¢ na N = n?
::i‘::::;::; cj:s;i::'é:]:o;“azziir(lif_b czesci podobnych w slosunkul Fi= % do calej figury. (Zauwazmy, ze jedli taki podziatl jest
:Tld:'tiri Iz’bi:: z_:‘_iih ;L:“:'::;:)g{i;:::’ " mozliwy, to mozna tez podzieli¢ figure na N* czgsci podobnych w stosunku r*). Mamy wtedy
; ;::icia;ehmj.ﬂ"{a:zl i:::::.ra:; T;::i‘:: D = InN/In % . Zadamy tu oczywiscie, by liczba N byla naturalna, natomiast liczba n moze nie

ki . byt ziiwy. ¥ — = . z .
AL AU g by¢ calkowita. Okazuje sig, e tak zdefiniowany wymiar (wymiar podobiefistwa) ma dobre

wlasnosci, aczkolwiek jest okreslony dla waskiej klasy zbioréw, nazywanych figurami
samopodobnymi.

Zobaczmy, jaki wymiar (w powyzszym sensie) ma nieco mniej typowa figura, jaka jest zbibr
Cantora. Zbior Cantora otrzymujemy z odeinka [0,1] wyrzucajac z niego $rodkowy odcinek

1 1 2
o dlugosci 5 (tzn. (—. —3—)), nastgpnie z kazdego z pozostalych odcinkéw wyrzucamy znow

3
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1 2 7 8
o srodkowe trzecie czesci (tzn. (— ). (?. ?)) i kontynuujemy ten proces w nieskoriczonos¢

(rys. 2). To, co pozostato po wyrzuceniu wszystkich tych odcinkow, jest zbiorem Cantora.

1
Rys. | Oczywiscie kazda ,,polowka™ zbioru Cantora (tzn. jego czesci zawarte w odcinkach [0, ?]
T : ; 1 c y . :
i [E 1| jest podobna do calego zbioru w stosunku 3 Tak wigc wymiar podobiefistwa zbioru

. In2
Cantora jest rowny — nie jest zatem liczbg catkowita!
n
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0 e} %3 ! Wymiar podobiefistwa pozwala wigc precyzyjniej rozrdzniac figury, niz wymiar topologiczny.
Wymiar topologiczny zbioru Cantora jest rowny 0 — jest taki sam jak wymiar punktu czy ciggu

i S S ——p—t punktow.

0 i % I 2 Tty ! Oto dwie inne figury, dla ktérych mozna obliczy¢ wymiar podobiefistwa. Ich konstrukeja jest
przykladem bardziej ogdlnej sytuacji. Otéz, bierzemy lamang o rownych odcinkach i kazdy jej

HEH HEA H- HEH odcinek zastepujemy lamang podobna do dancj w ustalonym stosunku. Krok taki powtarzamy

Rys. 2 nieskoriczenie wiele razy (stosunek podobiefistwa tamanych wstawianych w kolejnych krokach jest
staty).

Zatozmy, ze w jednorodnym osrodku znajduje si¢ nieruchome e e g

wzgledem niego Zrédlo fal (np. zrodio diwieku w powietrzu) W .{'T;- A "
o okresie Tp. Niech ponadto uklad odniesienia zwigzany 1 _" o éif, Ao ,' §
z oérodkiem bedzie inercjalny. Ryi. 23 : 2 e
Przedstawmy Zrodio i fale na dwuwymiarowym diagramie . _' e #ﬂ_’v -
czasoprzestrzennym. Linia §wiata Zrédla spoczywajacego ~ e iyt
w x = 0 pokrywa sie z osia czasu (rys. 2a). Co jeden okres, tj. &
w punktach 0, Ty, 27, ... opuszcza Zrodlo maksimum fali. U ~ ¢ 3 .

Maksima przesuwaja si¢ w obu kierunkach naszego 3 b 4
jednowymiarowego $wiata z predkoscia # rowna predkosci e e S W e e
rozchodzenia si¢ fal w ofrodku. Linie §wiata maksimow sa o R 5 i

rownoleglymi p6iprostymi o kierunku wyznaczonym przez predkosc ~ _' g > -‘.??-._-“ P, ¥ >
u (oraz przyjete jednostki czasu i odlegtosci). Dlugosc fali 1, - - _2_1".;_ il
jest rtéwna odlegloéci miedzy maksimami fal, mierzonej wzdtuz SN S AL
linii ¢ = const. e S /! P
Niech teraz fale emitowane przez Zrodlo rejestruje obserwator S 0T S

poruszajacy si¢ ruchem jednostajnym z predkoscia v wzgledem 1
oérodka (np. pasazer pociagu przejezdzajacego w poblizu Zrodia ~

diwieku). o
Jaki okres fali zarejestruje? Zalozmy, ze obserwator mija Zrodlo e s
w chwili + = 0. Na rysunku 2b przedstawiona jest cala historia Rys. 2b =

k|



Rvs. 3 a) b)

Pierwsza z wyjsciowych lamanych bedzie brzeg kwadratu (rys. 3a), ktorego odcinki beda
zastgpowane przez lamane o 7 odcinkach podobne do famanych z rys. 3b, a drugg — lamana

1
| I ‘ z rys. 4. Stosunek podobiefistwa w obu przypadkach jest rowny ——. Pierwsze dwa kroki

V17

przedstawione s na rys. 5 i 6. Kolorem zaznaczono famang otrzymang z kwadratu. Wyraznie
widaé, ze lamana kolorowa mniej wypelnia plaszczyzne niz ta druga. Oczywiscie dlugos¢ obu
tamanych jest nieskoriczona.

Wymiar podobienstwa krzywej czarnej, bardziej wygietej, jest rowny 2 — mozemy ja podzieli¢

na 17 czesci podobnych w stosunku

Natomiast krzywa kolorowa ma wymiar podobienstwa

17

log7/log ]/ﬁ ~ 1,37. Jak juz powiedzieliSmy, wymiar podobieristwa da sig¢ okreslic tylko dla
figur samopodobnych. Mozna go nieco uogolnié, jesli dopusci¢ podzial figury na figury
samopodobne (z tym samym N i r) — tak trzeba zrobi¢ z kolorowa krzywa z poprzedniego
przykladu. Okazuje si¢, ze wymiar podobienstwa jest szczegélnym przypadkiem wymiaru
Hausdorffa, ktory daje sie okresli¢ dla dowolnego zbioru w przestrzeni euklidesowej.

Rys. §

Wymiar Hausdorffa jest pojgciem
metrycznym. Zbiory homeomorficzne moga
mieé rézny wymiar Hausdortfa. To samo
dotyezy wymiaru podobiedstwa.

Rys. 6

Wykazat, 7¢ dla dowolnej liczby D € [0,2] Wymiar Hausdorffa zbioru nigdy nie jest mniejszy od wymiaru topologicznego tego zbioru.

istnieje fraktal o wymiarze D (dla D e [0,1]
mokna zmodyfikowaé konstrukcjg zbioru
Cantora).

Jeéli nie jest mu rowny, to zbiér nazywamy fraktalem (od facinskiego fractus — zlamany).
Fizycy probuja stosowaé fraktale do opisu turbulencii.
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Rys. 2c

Cazytanie diagramu czasoprzestrzennego moze ulatwi¢ kartonik z waskim
wycigciem. Przesuwajgc wycigcie prostopadle do osi czasu oglagdamy swego
rodzaju jednowymiarowy film animowany: ksi fal op ja 2rodio,
dochodzy do obserwatora i mijaja go.

»

obserwatora i maksim6w fal. Natychmiast mozna zauwazyc, ze
obserwator zblizajacy si¢ do zrodla (¢ < 0) zarejestruje fale

o okresie T krotszym od Ty, natomiast obserwator oddalajacy
sig¢ (f > 0) zarejestruje fale o okresie dluzszym od Tj.

Okres T jest rowny wspolrzednej czasowej punktu B (rys. 2b).

Latwo zauwazyé, ze: AB = oT, BC = Ay = uTyi AC = uT,

astadd vT+uTy =uT, czyli T= T,
fo
u
Na diagramie 2c obserwator spoczywa wzgledem osrodka,
a zrodlo porusza sie ze stala predkoscia w. Predkosc¢ rozchodzenia
sig fal jest taka sama jak w poprzednim przypadku. Okres fali

zarejestrowanej przez obserwatora (dla ¢ > 0) jest teraz rowny:

W
T='Ts ( 1+—).
113
Czytelnikowi pozostawiamy do rozwazenia trudniejsze przypadki:
(1) Zrodio i obserwator poruszaja sie wzgledem osrodka,
(2) obserwator porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym,
(3) predkosc obserwatora jest wigksza od predkoscei fali,
obserwator i Zrodlo spoczywaja, a fala odbija si¢ od zwierciadia
poruszajacego si¢ z predkoscia rownolegla do predkoscei fali.
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