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Redaguje dr Andrzej NADOLNY

3. Cienki, sztywny, jednorodny pret, stojacy pionowo na idealnie gladkim, poziomym podlozu,
zostaje minimalnie wychylony z polozenia réwnowagi i puszczony. Obliczy¢ przyspieszenie
katowe preta jako funkcjg kata o (rysunek) podczas jego upadku. Jaki tor zakresli sSrodek masy
preta? Czy pret, jesli bedzie dostatecznie kruchy, moze ulec zlamaniu, zanim upadnie na
podioze? Jaki bedzie ruch preta po idealnie sprezystym zderzeniu z podiozem?

4. Do wykrywania i lokalizacji zanurzonych okretow podwodnych' uzywany jest sonar,

w ktorym wykorzystuje sie odbicie fali akustycznej od powierzchni okretu. Okazuje sig,

ze w wodach tropikalnych zasigg sonaru, niezaleznie od mocy i czulosci urzadzen, jest czesto
ograniczony do odlegtosci zaledwie 1 km. Wyjasni¢ to zjawisko.
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Oto inny niz mozna znaleZ¢ w podrecznikach sposéb obliczenia lim f/ n. Korzysta si¢ z tego,
iz ciag malejacy i ograniczony z dolu jest zbiezny oraz z tego, iz podciag ciagu zbieznego ma
te samg granice co caly ciag.

Ciag (i'/i'_i)ffJ — 3 jest ograniczony z dolu (oczywiste) i malejacy (dowod indukeyjny ponizej), a wige
zbiezny do pewnej liczby g.

Podcigg wyrazow o parzystych indeksach (zm);” —2 ma te sama granice g. Ale

V2= V¥2 Vn.
Ciag po prawej stronie ma granice g, ciag po lewej granice ]/ﬁ (tu trzeba wiedziec dodatkowo,
ze lim Vi = 1, mozna to tez uprzednio udowodni¢ powyisza metodg). Tak wiec

g=Vs,

czyli g = 0 lub g = 1. Wszystkie wyrazy naszego ciagu sg jednak wigksze niz 1, a wigc pozostaje
tylko mozliwos¢ g = 1.

Mamy pokazaé jeszcze, ze ciag (J/n)s 3 jest monotoniczny. Nieréwnosé J/n > “;1/ n+1
jest rownowazna nieréwnosci n"** > (n+1)"

1\n
atazkolein > (l+-—).
n

1\* 64
Dla n = 3 mamy oczywiscie 1+—§-) =2—7<3.

1
Jesli teraz (1+ —)" < n, to
n

} n+l 1 \n+1 1
(l+ ) 4(1-&-—) <n-(l+—)=n+l,
n+1 n n

co konczy dowod kroku indukeyjnego, a zarazem monotonicznosci naszego ciggu.

jest to miejsce geometryczne punktow, z ktérych wida¢ dany odcinek pod danym
katem. Sg to dwa tuki okregdw symetryczne wzgledem danego odcinka. Jeden
z nich znajduje si¢ tak:

Odktadamy dany kat « tak, by jednym z jego ramion byl dany odcinek AB.
Przez wierzchotek kata prowadzimy prostopadig do drugiego ramienia. Z punktu
przecigeia tej prostopadiej z symetralna odcinka 4B zakre§lamy okrag
przechodzacy przez 4. Gdy o < 90°, rozwigzaniem jest wigkszy z lukow, na jakie
punkty 4, B dzielg okrag, gdy « > 90° — mniejszy.

Chyba kazdy z Czytelnikow z latwoscig uzasadni poprawnosé tej konstrukeji.
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Czotéwka ligi zadaniowej "Klub 440 Skrot regulaminu

po uwzglednieniu ocen rozwiazar
zadarl z numeru &/1984

Plotr Figurny - Lubartéw 43,78pkt Cats i < Ko,
Ryszard Pagacs - Zawadzkie 42,10pkt

Marian Roman - &%k 41,28pkt (g ici danego zad
Tadeusz Jizefoczyk = Poznan 40,48pkt

Zbigniew Koza = Jelenia G.38,92pkt

Kazimierz Serbin = Sanok

Zbigniew Bartold - Gdynia

Kazdy mo#e nadsylaé rozwiazania zadah z numeru n w terminie do kofica miesigca n+ 2. Szkice rozwiagzan
zamieszczamy w numerze n-+4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwoch lub jednego zadania

to robi¢ co miesige lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadad

z matematyki i z fizyki nalety przysyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajgc na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do | z dokladnosicig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik
ia: WT = 4—35§/N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N —
liczbe osédb, ktore nadeslaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) —i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

38,22pkt | w kiérejkolwiek z dwéch konkurencii (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest
37,50pkt  zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana,

Wapdtczynniki trudnodci zadad 88, B89, 90: Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1985.

2,56 3,67 2,30

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 1985

105. Liczby dodatnie x,, ..., x, spetniajg warunek xi+ ... +x3 < I/n. Dowies¢, ze zachodzi

Rozwigzania zadan z numeru 10/1984
Przypominamy tres¢ zadan:

04,

lodatnich uklad rownan: x;x;.; =

96. Czy istnicje ciag liczb naturalnych (a,) taki, ic

a) lims(a,)/s(2a,) = oo, b) lims{a,)/s(3a,) = co0? (s(k ) oznacza

sume cyfr liczby k)

94. Mozna zalozy¢, ze P, sa punktami lezacymi w odleglosci

1 od punktu 0. Laczac kazdy punkt P; z punktem P,., lukiem
kota wielkiego otrzymujemy krzywa zamknigta na sferze o $rodku
O i promieniu 1. Zgodnie z warunkiem zadania krzywa ta ma
dlugos$¢ mniejsza od 27, Pokazemy, ze kazda krzywa zamknigta
C na sferze jednostkowej (niekoniecznie ztozona z tukow
okregow), o dlugosci < 2, jest zawarta w pewnej polsferze.
Stad juz wyniknie teza zadania. Niech A4, B beda punktami
polowiacymi diugosé krzywej C. Srodek krotszego z dwoch
lukow kola wielkiego przechodzacego przez 4 i B oznaczmy
przez N, a $rodek dluzszego z tych lukow przez S. Niech E
bedzie okregiem wielkim w plaszezyZnie prostopadlej do $rednicy
NS (rysunek). Przypusémy, ze krzywa C ma punkt M wspblny

z E. Czgs¢ krzywej C zawarta migdzy M i B odbijamy
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nierowno$é (x3+2x2+3x3+ ... +nx2)® < (n+1)%/4.

Ile sposréd tych szescianow ma wspolne punkty wewnetrzne z jedng (ustalong) przekatna

106. Prostopadloscian o wymiarach catkowitych a, b, ¢ podzielono na szedciany jednostkowe.
—
— prostopadioscianu?
®

Zadanie 106 przystal pan Werner Mnich z Opola.

symetrycznie wzgledem plaszczyzny okregu E; obraz B’ punktu B
jest punktem antypodycznym do A. Droga z 4 do M wzdluz C

i dalej z M do B’ wdluz obrazu symetrycznego C ma dlugosé
réwng potowie dlugosci C, jest wigc krotsza od m, a to jest
niemozliwe, bo AB’ jest rednica. Przypuszczenie, ze C przecina
E, okazuje si¢ falszywe. Zatem krzywa C lezy w caloéci po jednej
stronie kola wielkiego E.

95. Mnozymy wszystkie rownania stronami. Dostajemy:
Ppr=2t22. 2% = 2UF2 odoie po= Xy 0 Lot X
Nastepnie mnozymy stronami rownania x; x4, = 2 dla
i=2,4,6, ..., 2k, gdzie k = [n/2]. Dostajemy:

(x2x3)(xaxs) ... (X2 X2p41) = 2222%s o2 = PPRELY, Gdy n
jest parzyste, n = 2k, lewa strona otrzymanego réwnania
(oznaczmy jg przez L) rowna sig p, wiec p? = 225+ ¢o jest
sprzeczne z weze$niej otrzymanym wzorem na p2. Uklad nie ma
rozwigzan, Gdy n jést nieparzyste, n = 2k+1, wowczas L = pfx,,
dostajemy wiec p? = (2**+1)x,)2, co po pordwnaniu

z wczeéniejszym wzorem p: = 2na+1)2 _ 9(k+1)(2k+1) daje

x, = 2%+1/2 Wartoé¢ pozostalych x; wyznaczamy z kolejnych
rownan ukladu: Xatei = 2(21”-{-11!2, Xy = ztzJ—t—l:rz‘

J=1, .., k, isprawdzamy, Ze te liczby istotnie spetniaja dany
uklad rownan.

96. a) Przypusémy, ze zapis dziesietny liczby k sklada sig z ip
zer, i, jedynek, i, dwdjek, ..., ip dziewiatek. W liczbie 2k

w miejscu cyfr 0, 1, 2, 3, 4, a takze w miejscu cyfr 5, 6, 7, 8, 9,
pojawig sie odpowiednio cyfry 0, 2, 4, 6, 8, ewentualnie
zwigkszone o 1 z przeniesienia dziesigtnego przy mnozeniu
poprzedniej cyfry, gdy jest ona = 5. Zatem dla dowolnej liczby
naturalnej k zachodzi nieréwnoéé '

5(2k) = (io+is) - 0+ (iy +ig) - 24 (i2+i7) * 4+ (i3+1is)* 6+
+ (ig+ig) - 84 (is+ig+ir+ig+ig) =
> (fy+2i2+ ... +5is+ ... +9i0)/5 = s(k)/5,
wiec ciag spelniajacy warunek a) nie istnieje.
b) Warunek ten spelnia na przyklad ciag a. = (10"+2)/3,
bo s(a,) = 3n+1, s(3a,) = 3.



