
Jak co reku organizujemy Konkurs Uczniowskich
Prac z Matematyki. Zapraszamy do wziecia udzialu.
O~o regulamin;

l. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesiecznika
Delta, przy poparciu Ministerstwa Oswiaty i Wychowania.
2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów
szkól.

3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.
4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, który w terminie
do dnia l maja przesle pod adresem RedakcjiDelty jeden
egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy
dolaczyc nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa,
nazwa i adres szkoly, imie, nazwisko i adres nauczyciela -
opiekuna pracy.

S. Praca powinna zawierac samodzielny wklad ucznia i pelna
informacje o zródlach, z których korzystal jej autor. Prace
czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.

6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez
Komisje Konkursu i kompetentnych recenzentów. Te sposród
prac, które spelniaja warunki konkursu, zostana przedstawione
Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finalu,
który odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej
Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

1. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana

przeslane autorom prac oraz nauczycielom - opiekunom prac"
przed koncem roku szkolnego.

8. Finalisci i nauczyciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja
od Zarzadu Glównego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji na
koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji,
referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu
w dyskusji na temat, któremu poswiecona byla praca.
10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod
uwage, oprócz merytorycznej wartosci pracy, równiez
samodzielnosc i oryginalnosc ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny
i brazowy, wyróznienia oraz nagrody pieniezne fundowane przez
Ministerstwo Oswiaty i Wychowania.

11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego
Zgromadzenia Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu otrzymuja
dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda opublikowane
w miesieczniku Delta.

13. Komisje Konkursu oraz Jury Konkursu powoluje
Zarzad Glówny PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego
Delty.

Protokól posiedzl.'nia Jury Konkursu Uczniowskich Prac
z MatematykI

3. Brazowy medal i nagrode w wysokosci zl 4.500,-
Joannie Karmowskiej z XX LO w Krakowie za prace "Potegowanie macierzy czwórników",

Cechami podzielnosci nazwijmy twierdzenia postaci:

Dana jest liczba naturalnaL = (anan-1 ... a\ao), gdzie an, ... , ao to cyfry z danego ukladu
pozycyjnego. Liczbap dzieli liczbe L wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli liczbe

4. Dyplom uczestnictwa w finale Markowi Strzempowiczowi zIILO w Dabrowie Górniczej,

S. Nagrody w wysokosci zl 3.000,- kazda, opiekunom prac zakwalifikowanych do finalu:
dr Jerzemu Bednarczukowi, mgr Józefowi Siwemu, mgr Wojciechowi Karmowskiemu
i mgr Marii Mizgale.
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Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki na posiedzeniu dn. 25.08.1984 we Wroclawiu,
obradujac w skladzie: prof. dr Leon Jesmanowicz - przewodniczacy, prof. dr Wojciech Zakowski
dr Alicja Derkowska, dr Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz, dr Marek Kordos,

dr Waclaw Wierzbicki - przedstawiciel MOiW, biorac pod uwage dobór tematu, tresc pracy
i przebieg obrony postanowilo przyznac:

1. Zloty medal i nagrode w wysokosci zl 7.000,-

Michalowi Wojciechowskiemu z XIV LO w Warszawie za prace "O pewnym rozkladzie figur
sro9kowo symetrycznych",

2. Srebrny medal i nagrodew wysokosci zl 4.500,-

Bogdanowi PeIcowi z LO w Mikolowie za prace "Zastosowanie kongruencji do znajdywania
cech podzielnosci w dowolnym ukladzie liczbowym",

z = lo' ao+/, . al + ... +ln_1 . an-1 +In' an,

gdzie lo, ... , In sa ustalonymi liczbami calkowitymi.

Zatem znalezienie konkretnej cechy podzielnosci polega mi znalezieniu wspólczynnikówlo, ... , In.

Cecha jest tym lepsza, im mniejsze sa te wspólczynniki.
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Skrót pracy nagrodzonej zlotym medalem
zamiescimy w numerze 3/1985.

Zwyciezca konkursu w karykaturze
przewodniczacego Jury.



Na przyklad w ukladzie dziesietnym cecha podzielnosci przez 3 (i przez 9) dana jest przez
lo = II = ... = ./.-1 = l. = 1, a powiedzmy przez 10 - przezlo = 1,11 = 12 = ... = l. = O.

Zdobywca srebrnego medalu, Bogdan Pelc z Mikolowa, podal w swojej pracy twierdzenie
wyznaczajace wszystkie cechy podzielnosci, w dowolnym ukladzie pozycyjnym i przez dowolna
liczbe. Oto jego wynik:

Oznaczmy przezLA = (o.o.-t ... 0100) liczbe zapisana w ukladzie pozycyjnym o podstawieA.
Niech ponadto

ki oznacza reszte z dzieleniaAl przezp,
k.- reszte, która sie pierwsza powtórzy w ciagu (ki), lub pierwsza

reszte równa zero.

Zauwazmy, ze elementy ciagu(ki) sa liczbami mniejszymi odp, a wiec powtórzenie badz
pojawienie sie zera wystapi najpózniej dlakp•

Utwórzmy teraz liczbeZLA. Niech

ZLA = 00+klo1 +k202+ ... +k,-10,-1 +

+kto,+k20,+t + ... +k,-102,-2+

+klo2'-1 + ... +kmo.

(liczba m powstanie z liczbr i n) w przypadku, gdyk, '# O lub

ZLA = 00+ktol+k202+· ... +k,_to'_1

w przeciwnym przypadku.

Twierdzenie. L,iczbaLA dzieli sie przezp wtedy i tylko wtedy, gdyZLA dzieli sie przezp.

Przyklad (prosze pamietac, ze liczbep, jak tez liczbeZLA przedstawia sie zawsze w systemie
dziesietnym): szukamy cechy podzielnosci przez 3 liczb zapisanych w ukladzie piatkowym.
Liczymy

ki = reszta z dzielenia 51 przez 3= 2,

k2 = reszta z dzielenia 52 przez 3= I,.

k3 = teszta z dzielenia 53 przez 3= 2,

a wiec r = 3 i

ZL. = 00+2,.01 + 1· 02+2' 03+1' 04+2, os+l' 06+2' 07 itd.,

az wyczerpiemy wszystkie cyfryL •. Np. Ls = (12l212)s dzieli sie przez 3, bo

ZL. = 12 (Llo = 4557).

Na obronie pracy w finale Konkursu pan Pelc przedstawil rozwiazanie swoja metoda zadania
z naszej ligi:

Liczby calkowite z przedzialu <0,999) zapisano jako liczby trzycyfrowe (liczbom mniejszym
od stu dopisujac na poczatkazero lub zera; np. siedem= 007, dwanascie= 012, zero = 000).
Wszystkie te liczby napisano jedna za druga w dowolnej kolejnosci. Powstala liczbaN majaca
3000 cyfr (byc moze zaczynajaca sie od zera). Udowodnic, zeN dzieli sie przez 37.

Szukamy cechy podzielnosci przez 37 w ukladzie dziesietnym. Mamy

k1 = 10, . k2 = 26, kJ. = 1, k4 = 10.

Zatem r = 4 i ZN10 = 00+ 1001+2602+03+ 1004+260s+06+ ... +02997+ 1002998+2602999,.
poniewaz rozpatrywana liczba ma 3000 cyfr(n = 2999) .

.Zmieniajac kolejnosc skladników otrzymujemy

999 999 999

ZN10 = L 031+.10 L 031+1+26 L 031+2,
;=0 ;=0 ;=0

ale wszystkie sumy sa równe, poniewaz w kazdej z tych sum wystepuja tyle samo razy cyfry _
od O do 9 (wynika to z konstrukcji liczbyN). Tak wiec

999 999

ZN10 = (1+10+26) L 031= 37 L 03";=0 ;=0

co na mocy twierdzenia konczy dowód.

Jeszcze jedna uwaga: twierdzenie pana Pelca mozna sformulowac inaczej:

Cecha podzielnosci przez dowolna liczbe w dowolnym systemie pozycyjnym dana jest przez

lo = 1, II = ki dla i = 1,2, .:',n.

Nie widac jednak wtedy, ze ki sie powtarzaja.
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