
Wezly i sploty

Ciekawym przykladem wezla jest sweter zrobiony na drutach. Na rysunku

pokazany jest przykladowy wzór swetra.

Dr Józef PRZYTYCK,

Wezel jest zazwyczaj utozsamiany z poplatanym sznurkiem,
scisle jest to okrag,SI, zanurzony w trójwymiarowa przestrzen
euklidesowa E3. Wezly, które spotykamy w zyciu, w szczególhosci
w zeglarstwie i alpinizmie, maja zazwyczaj wolne konce. Aby
móc prowadzic scisle rozwazania, laczymy te konce.

Splot sklada sie, byc moze, z wielu skladowych (sznurków).
Dokladniej jest to rodzina rozlacznych okregów zanurzonych
w E3• A wiec wezel jest to splot o jednej skladowej. Dwa wezly
(sploty) nazywamy równowaznymi, jesli jeden mozna otrzymac
z drugiego przez ruch w przestrzeni bez ciecia i wiazania.
Odpowiada to dokladnie intuicji "takich samych wezlów".

Jednym z kluczowych problemów teorii wezlów jest

znalezienie metody, za pomoca której mozna stwierdzic, czy dane
dwa wezly (sploty) sa równowazne, czy nie. Problem ten nadal
nie jest rozwiazany w pelnej ogólnosci.

Niezmiennikiem wezla (splotu) nazywamy obiekt algebraiczny
(np: liczbe, wielomian, grupe) przypisany kazdemu wezlowi
(splotowi) w ten sposób, by równowazne wezly (sploty) mialy
przypisane takie same obiekty. Oczywiscie idealem byloby,
gdyby nierówno;"azne wezly (sploty) mialy przypisane rózne
obiekty. Niestety, tak dobrych niezmienników nie ma i w teorii
wezlów stosuje sie wiele róznych niezmienników dostosowujac
ich uzycie do sytuacji.

Jest jeszcze inny problem, prawie wszystkie znane niezmienniki
definiuje sie zawile uzywajac aparatu topologii algebraicznej.
Jesli juz zdarzy sie niezmiennik o prostej definicji, to jest on
malo uzyteczny i trudno obliczalny, np. minimalna liczba
punktów samoprzeciecia wezla zrzutowanego na plaszczyzne
(przy uwzglednieniu wszystkich mozliwych rzutów).

Na rysunku przedstawiona jest linia
swiata swobodnego punktu

x materialnego.L1x
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Czytelnikowi pozostawiamy naszkicowanie linii swiata /
oscylatora harmonicznego, punktu materialnego
przyspieszanego jednostajnie oraz odbijajacego sie od
dwóch równoleglych zwierciadel fotonu.
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W czasoprzestrzeni takimi wyróznionymi ukladamilwspólrzednych sa te. w których linia swiata swobodnego

. punktu materialnego jest linia prosta. W dalszym ciagu
ograniczymy sie tylko do takich ukladów. Poza tym
zaniedbamy dwa wymiary przestrzenne, co pozwoli
zilustrowac wiekszosc problemów na dwuwymiarowych

./ rysunkach. Na osi pionowej odkladac bedziemy czas,
; na osi poziomej - polozenie....--...
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Na rysunku widoczne sa linie

swiata srod\<ów mas kul
w ukladzie trzech wahadel

do demonstracji zderzen
sprezystych.
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Rysunek przedstawia linie swiata
pociagu Warszawa-Bialystok:
a) zgodna z rozkladem jazdy i
b) rzeczywista. Odcinki równolegle
do osi czasu odpowiadaja postojom
pociagu·
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Wezel trywialny
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Wezel trywialny ok skladowych

Niezmiennik opisany w dalszej czesci artykulu jest jedynym, który
sie latwo definiuje, prosto oblicza, w dodatku odróznia on wiele
wezlów i splotów (chociaz nie wszystkie). Obiektami
przypisywanymi splotom sa wielomiany o wspólczynnikach

,calkowitych nazywane wielomianami Conwaya, na czesc ich
odkrywcy, angielskiego matematyka J. H. Conwaya.
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Skrzyzowania w diagramie zorientowanego splotu dziela sie na

dwa rodzaje. Bedziemy je nazywac skrzyzo)\'aniami typu most
(rys. la) i skrzyzowaniami typu tunel (rys. lb) - zaleznie od
tego, która z dróg (most czy tunel) ma pierwszenstwo przy
przejezdzie. Pierwszenstwo ma ta droga, do której druga droga
dochodzi z lewej strony. Zauwazmy, ze jesli orientacja calego
skrzyzowania, tj. obu dróg, zmieni sie na przeciwna, to typ
skrzyzowania nie ulegnie zmianie. W szczególnosci typy
skrzyzowan wezla nie zaleza od jego orientacji. Typy
skrzyzowan wezlów trójlistnych podane sa na rysunku.

Niezawezlony okrag nazy\yamy wezlem trywialnym, ogólniek
niezawezlonych okregów nazywamy trywialnym splotem ok

skladowych. Wiele przykladów nietrywialnych wezlów znanych
jest zapewne Czytelnikom uprawiajacym zeglarstwo lub alpinizm.
Niektóre z nich-przedstawiamy na rysunkach. Potem, za pomoca
wielomianu Conwaya spróbujemy je rozrózniac. Okaze sie, ze
wiekszosc da. sie rozróznic, ale nie wszystkie. Wielomian
Conwaya jest za slabym srodkiem, by odróznic np. lewostronny
wezel trójlistny od prawostronnego czy wezel plaski od babskiego.

Wielomian Conwaya definiujemy dla zorientowanego splotu,
tzn. kazdy okrag (sznurek) ma zadany kierunek (na rysunkach
zaznaczany strzalka). Okazuje' sie jednak, ze dla wezla
orientacja jest nieistotna, wezel z przeciwna orientacja do danego
ma ten sam wielomian Conwaya.,~,III
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Wezel ósemkowy (ósemka pojedyncza i podwójna) uzywany w zeglarstwie do
pogrubienia konca liny. Podwójna ósemka moze lez sluzyc do niewielkiego
skrócenia liny.

Taternicy stosuja wezel trójlistny w formie kluczki.

Wezel trójlistny (trójli.tnik) lewo - i prawostronny
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Twierdzenie. Kazdemu zorientowanemu splotowiK mozna

przyporzadkowac wielomian VA: o wspólczynnikach calkowitych
(zwany wielomianem Conwaya) tak, by byly spelnione ponizsze
warunki:

(a) Wielomian VA:jest niezmiennikiem splotuK.
(b) Wielomian Conwaya wezla trywialnego jest równy I.
(c) Jesli trzy sploty K, K, L maja identyczne diagramy wszedzie,
z wyjatkiem fragmentów przedstawionych na rysunku l, to

V K(Z) - V,,(z) = zV L(Z).

Powyzsze warunki wyznaczaja wielomian Conwaya jednoznacznie.

OOC([)QD=O
Rys. 2. Mamy: V'L1 = '\h, = I (c warun!.;u b): \7KI = \K, = O (bedzie
pokazane dalej);V'A:l(Z)-V'K\(Z) = ZV'L,(Z) i V'K,(Z)-V'K,(Z) = ZV'L,(Z)
(z warunku c): Tak wiecV'Kl(Z) = z; V'x,(z) = -z.

ZwrÓCmy uwage, ze we fragmencie odrózniajacym splotyK i K
w splocie K wystepuje skrzyzowanie typu most, aw splocie K
skrzyzowanie typu tunel. Trzeba o tym pamietac obliczajac
wielomian Conwaya splotu (rys. 2). Dowód tego, ze wielomian

Conwaya jest wyznaczony jednoznacznie, wymaga bardziej
zaawansowanych metod topologii algebraicznej. Zainteresowanych
Czytelników odeslac moge do skryptuTopologia 3-wymiarowych
rozmaitosci W. Jakobsche i autora artykulu (bedzie wkrótce

wydany przez Uniwersytet Warszawski). Tutaj wykazemy
jedynie, ze mozna okreslic wielomian Conwaya dla' kazdego
zorientowanego splotu.
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0= Vx(z)-Vx(z) = zVL(z),

B
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Rys. 5

Vx(Z) = Vx(z)

czyli VL(z) = O.

A teraz kilka przykladów. Zacznijmy od lewostronnego wezla
trójlistnego. Stosujac dW!lkrotnie warunek (c) (patrz rys. 5)
otrzymujemy

Teraz w dowodzie istnienia wielomianu Conwaya dla kazdego
zorientowanego splotu zastosujemy indukcje wzgledem liczby
samoprzeciec (skrzyzowan) w diagramie splotu. Splot, którego
diagram nie ma samoprzeciec, jest splotem trywialnym. Jesli jest
on wezlem (ma tylko jedna skladowa), to jego wielomian jest
równy 1. Jesli ma wiecej niz jedna skladowa, to jest on

rozkladalny i jego wielomjan jest równy O.

Zalózmy teraz, ze dla splotów, które maja mniej nizn

samoprzeciec, wielomian Conwaya jest juz okreslony. Rozwazmy
diagram splotu zn samoprzecieciami. Znajomosc wielomianu
Conwaya tego splotu jest równowazna znajomosci wielomianu
splotu otrzymanego z niego przez zamiane pewnej liczby mostów
na tunele i tuneli na mosty. (Korzystamy z warunku (c) i z tego,
ze splot L w tym warunku ma mniej samoprzeciec nizK i K,
a wiec jego wielomian jest juz okreslony). Zatem wystarczy znac
wielomian Conwaya jednego ze splotów z rysunku 4. Pierwszy
z tych splotów jest rozkladalny, a drugi jest równowazny ze
splotem, którego diagram ma mniej nizn samo przeciec. Konczy

to indukcyjny dowód istnienia w~elomianu Conwaya.

Dowód rozpoczniemy od obliczenia wielomianu Conwaya
splotu rozkladalnego. Splot nazywamy rozkladalnym, jesli jego
diagram da sie podzielic na dwa rozlaczne kawalki, kazdy
lezacy w swojej skrzynce (tak jak splotL na rysunku '3).
Wykazemy, ze wielomian Conwaya splotu rozkladalnego jest
równy O. Zauwazmy, ze splotKz rysunku 3 mozemy otrzymac ze
splotu K przez obrót górnej czesci 0.360°, a wiecK jest
równowazny K. Mamy zatem

L

g
eJ
II I

~

~

b)

Rys. 4. Startujemy z dowolnego punktu (oznaczonego kropka) i posuwajac sie
zgodnie z orientacja zmieniamy tunel na most lub most na tunel tak, by droga,
po której poruszamy sie, szla góra. Albo dojdziemy z powrotem do kropki (a),
albo do skrzyzowania z juz przebyta droga (b).
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Rys. 3
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Wezel ratowniczy (skrajny tatrzanski). W tablicach wezlów oznaczany
symbolem 63 jako trzeci o diagramie z szescioma punktami samoprzeciecia.
(Pozostawiamy Czytelnikom sprawdzenie, ze oba rysunki przedstawiaja ten sam
wezel). Uzywany jest przy wyciaganiu z wody czlowieka, który nie utracil
przytomnosci. Jedna reka ratowany moze trzymac sie liny, a druga zawiazac
wezel ratowniczy i znalezc sie w niezaciskajacej sie petli.

Zwiaz wantowy (przez taterników zwany wezlem rybackim) sluzy do laczenia
dwóch lin.

Wezel plaski i wezel babski. Przy wiazaniu wezla plaskiego latwo sie pomylic
i zawiazac wezel babski, mniej pewny, a trudniejszy do rozwiazania ..

v..•(z) = V:;t(z)+zVB(z) = l+zVB(z)

VB(z) = Vjj(z)+zVc(z) = z.

Tak wiec V.•(z) = 1+zz. Stad wnioskujemy, ze wezel
trójlistny lewostronny nie jest wezlem trywialnym.

Nie musimy obliczac oddzielnie wielomianu Conwaya
prawostronnego wezla trójlistnego. Zauwazmy bowiem, ze jest on
lustrzanym odbiciem wezla lewostronnego (wszystkie mosty
zmieniaja sie w tunele). Prawdziwy jest nastepujacy fakt: Jesli
splot I(K) jest lustrzanym odbiciem splotuK, to VI(X)(Z) =.
= Vx( - z). Wystar~zy w tym celu sprawdzic, ze wielomianV x
okreslony wzorem

Vx(z) = V/(X)(-z)



a zatem

kll=BBARys. 7

VX(Z)-Vi(Z) = zVL(z).

W szczególnosci wielomian Conwaya prawostronnego wezla
trójlistnego jest tez równy l+Z2. Aby odróznic oba trójlistniki,

trzeba uzyc bardziej zaawansowanych metod topologii
algebraicznej.

Zauwazmy jeszcze, ze jesli splot -K otrzymany jest ze splotuK

przez zmiane orientacji wszystkich skladowych, to Ueszcze
latwiej niz poprzednio) mozna udowodnic, iz Vx(z)= V_x(z)
Uesli w tozsamosci (c) wszystkie sploty zmienimy na przeciwne,
to pozostanie ona prawdziwa). W szczególnosci wielomian wezla
nie zalezy od orientacji wezla.

Obliczmy jeszcze wielomian Conwaya wezla ratowniczego (rys. 6).
.Djest wezlem trywialnym',Esplotem rozkladalnym, aF wezlem
trójlistnym. Stosujac dwukrotnie warunek (c) otrzymujemy:

Vn(z) = Vj)(z)+zVE(z) = l + z(Vi(z)+zVF(z» =
= l+z2'(I+z2) = l+z2+z4.

Tak wiec wezel ratowniczy nie jest ani trójlistnikiem, ani
wezlem trywialnym.

spelnia warunki (a), (b), (c), a wiec z jednoznacznosci
wielomianu Conwaya mamy Vx(z)= Vx(z), czyli to, co trzeba
bylo dowiesc. Przy sprawdzaniu warunku (c) nalezy zauwazyc, ze
tam, gdzie w splocieK byl most, tam w splocieleK) jest tunel
i odwrotnie, a wiec z warunku (c)

VI(i)(z)-V1(X)(z) = ZVI(L)(Z),

czyli, zmieniajac z na - z

VI(X)(-Z)-V1(K)(-Z) = ZVI(L)(-Z),

=0

Rys,8

Wyblinka traktowana jako splot o dwóch skladowych: lina i karabinek, do
którego przymocowano line.

Rys. 6
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Rys.9

Rys. 10. Oto równie skuteczny jak ratowniczy wezel niezaciskajacy sie. Czy
wielomian Conwaya odróznia go od wezla ratowniczego?

Wielomian Conwaya wezla plaskiego i babskiego znajdziemy bez
specjalnych obliczen. Wprowadzmy pojecie sumy splotów. Suma
splotów A i B jest pokazana na rysunku 7. W przypadku
wezlów jest ona okreslona jednoznacznie, natomiast dla splotów
nie bedacych wezlami trzeba jeszcze powiedziec, które skladowe
laczymy. Prawdziwy jest wzór

V.q,B(Z) = V •• (z)· VB(z).

Dowodzimy go przez indukcje wzgledem liczby punktów
samoprzeciecia w diagramieB. Szczególy pozostawiam
Czytelnikom.

Zauwazmy teraz, ze wezel plaski jest suma dwóch róznych
trójlistników (rys. 8), a wezel babski suma dwóch prawostronnych
trójlistników (rys. 9). Tak wiec ich wielomiany Conwaya sa oba
równe (l + Z2) . (l + Z2) = 1+ 2Z2+ Z4. Aby te wezly odróznic,
znów trzeba korzystac z innych metod.

Nie powinno jednak nikomu pozostac wrazenie, iz sa jakies
niezmienniki wezlów znacznie lepsze niz wielomian Conwaya,
a tylko niedostepne dla niezaawansowanego Czytelnika: Jest
wrecz przeciwnie - wielomian Conwaya to najlepszy znany
pojedynczy niezmiennik.

Proponuje teraz Czytelnikom obliczenie wielomianu Conwaya
innych wezlów i splotów opisanych w artykule (przy wyblince
nalezy zwrócic uwage, ze wynik moze zalezec od orientacji
skladowych).


