Ciekawym przykladem wezla jest sweter zrobiony na drutach. Na rysunku
pokazany jest przykladowy wzor swetra.
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Dr Jozef PRZYTYCK,

Wezel jest zazwyczaj utozsamiany z poplatanym sznurkiem,

scisle jest to okrag, S*, zanurzony w trojwymiarowa przestrzen
euklidesowg E*. Wezly, ktore spotykamy w Zyciu, w szczegblnosci
w zeglarstwie i alpinizmie, maja zazwyczaj wolne kofice. Aby

moc prowadzi¢ Scisle rozwazania, faczymy te korice.

Splot sklada sig, by¢ moze, z wielu skladowych (sznurkéw).
Dokladnie;j jest to rodzina rozigcznych okregéw zanurzonych

w E3. A wiec wezel jest to splot o jednej skladowej. Dwa wezly
(sploty) nazywamy réwnowaznymi, jesli jeden mozna otrzymaé
z drugiego przez ruch w przestrzeni bez cigcia i wigzania.
Odpowiada to dokiadnie intuicji ,,takich samych wezléw”.

Jednym z kluczowych probleméw teorii weziow jest

znalezienie metody, za pomoca ktérej moina stwierdzié, czy dane
dwa wezly (sploty) sa robwnowazne, czy nie. Problem ten nadal
nie jest rozwigzany w peinej ogblnoéci.

Niezmiennikiem wezia (splotu) nazywamy obiekt algebraiczny
(np: liczbe, wielomian, grupe) przypisany kazdemu wezlowi
(splotowi) w ten sposob, by rownowaine wezly (sploty) mialy
przypisane takie same obiekty. Oczywiscie idealem byloby,
gdyby nierownowaine wezly (sploty) mialy przypisane roine
obiekty. Niestety, tak dobrych niezmiennikéw nie ma i w teorii
wezlow stosuje si¢ wiele réznych niezmiennikéw dostosowujac
ich uzycie do sytuacji.

Jest jeszcze inny problem, prawie wszystkie znane niezmienniki
definiuje sie zawile uzywajac aparatu topologii algebraicznej.
Jesli juz zdarzy si¢ niezmiennik o prostej definicji, to jest on
malo uzyteczny i trudno obliczalny, np. minimalna liczba
punktow samoprzecigcia wezla zrzutowanego na plaszczyzng
(przy uwzglednieniu wszystkich mozliwych rzutow).

W czasoprzestrzeni takimi wyrdznionymi ukladami
wspéirzednych sa te. w ktorych linia $wiata swobodnego
punktu materialnego jest linig prosta. W dalszym ciggu
ograniczymy si¢ tylko do takich uktadéw. Poza tym
zaniedbamy dwa wymiary przestrzenne, co pozwoli
zilustrowaé wiekszos$¢ problemoéw na dwuwymiarowych
rysunkach. Na osi pionowej odkiada¢ bgdziemy czas,

na osi poziomej — polozenie.
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Czytelnikowi pozostawiamy naszkicowanie linii §wiata
oscylatora harmonicznego, punktu materialnego
przyspieszanego jednostajnie oraz odbijajacego si¢ od
dwéch réwnoleglych zwierciadet fotonu.
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Niezmiennik opisany w dalszej czgsci artykulu jest jedynym, ktory
sie latwo definiuje, prosto oblicza, w dodatku odrdznia on wiele
wezlow i splotow (chociaz nie wszystkie). Obiektami
przypisywanymi splotom sa wielomiany o wspoélczynnikach
calkowitych nazywane wielomianami Conwaya, na czes¢ ich
odkrywcy, angielskiego matematyka J. H. Conwaya.

Wezel trywialny Wezel trywialny o k skladowych
Niezawezlony okrag nazywamy wezlem trywialnym, ogolnie k
= . niezaweZlonych okregébw nazywamy trywialnym splotem o &k
WM ) ; Qt °‘ skladowych. Wiele przykladéw nietrywialnych wezléw znanych
% : % \ R 3 jest zapewne Czytelnikom uprawiajacym Zeglarstwo lub alpinizm.

Niektore z nich przedstawiamy na rysunkach. Potem, za pomoca
S i ol _ wielomianu Conwaya sprobujemy je rozroznia¢. Okaze sig, ze

I’ r | wiekszo$¢ da sig rozroznié, ale nie wszystkie. Wielomian

i Conwaya jest za slabym $rodkiem, by odr6zni¢ np. lewostronny
wezel trojlistny od prawostronnego czy wezet plaski od babskiego.

L

Wezel tréjlistny (tréjlistnik) lewo — i prawostronny Wielomian Conwaya definiujemy dla zorientowanego splotu,
tzn. kazdy okrag (sznurek) ma zadany kierunek (na rysunkach
zaznaczany strzalkg). Okazuje si¢ jednak, ze dla wezla

' % orientacja jest nieistotna, wezel z przeciwng orientacja do danego
4 ma ten sam wielomian Conwaya.
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L Skrzyzowania w diagramie zorientowanego splotu dzielg sie na
dwa rodzaje. Bedziemy je nazywaé skrzyzowaniami typu most
(rys. 1a) i skrzyzowaniami typu tunel (rys. 1b) — zaleznie od
tego, ktora z drog (most czy tunel) ma pierwszenstwo przy
przejezdzie. Pierwszefistwo ma ta droga, do ktorej druga droga
dochodzi z lewej strony. Zauwazmy, Ze jesli orientacja calego
Wezel dsemkowy (dsemka pojedyncza i podwdjna) uzywany w zeglarstwie do skrzyzowania, tj. obu drog, zmieni si¢ na przeciwng, to typ
pog'rubi;oni? konica liny. Podwdina dsemka moze tez stuzy¢ do niewielkiego skrzyzowania nie ulegnie zmianie. W szezegolnosci typy
BRI skrzyzowafi wezla nie zaleza od jego orientacji. Typy
skrzyzowati weztow trojlistnych podane sa na rysunku.

Twierdzenie. Kazdemu zorientowanemu splotowi K mozna
przyporzadkowac wielomian Vx o wspolczynnikach catkowitych
(zwany wielomianem Conwaya) tak, by byly spelnione ponizsze
warunki:

(a) Wielomian Vg jest niezmiennikiem splotu K.

(b) Wielomian Conwaya wgzla trywialnego jest rowny 1.

(c) Jesli trzy sploty K, K, L majg identyczne diagra_my wszedzie,
= z wyjatkiem fragmentow przedstawionych na rysunku 1, to
3 Vx(2)—Vx(z) = zV.o(2).
K, Kf Lf

Powyzsze warunki wyznaczajg wielomian Conwaya jednoznacznie.

Zwroémy uwage, ze we fragmencie odrozniajacym sploty K i_E
w splocie K wystepuje skrzyzowanie typu most, a w splocie K
skrzyzowanie typu tunel. Trzeba o tym pamigta¢ obliczajac

wielomian Conwaya splotu (rys. 2), Dowdd tego, ze wielomian
e Conwaya jest wyznaczony jednoznacznie, wymaga bardziej .
zaawansowanych metod topologii algebraicznej. Zainteresowanych

Czytelnikow odesta¢ moge do skryptu Topologia 3-wymiarowych
K2 K; Lz rozmaitesci W, Jakobsche i autora artykulu (bgdzie wkrotce
RN Mg V= T 1 e waranke DYV, = Ty et Goediie \..vydal.'l)' przez palwersyt?t W"arsza.wskl). Tutaj wyk_azefny
pokazane dalef); Vx, ()~ Vi, (2) = 190,02 | Viey(2)— VE,(2) = 2VL3() jedynie, ze mozna okreéli¢ wielomian Conwaya dla kazdego
(z warunku c): Tak wigc Vi, (2) = 7; VK,(z) = —z. zorientowanego splotu.



Rys. 3

Rys. 4. Startujemy z dowolnego punktu (oznaczonego kropka) i posuwajac sig
zgodnie z orientacjg zmieniamy tunel na most lub most na tunel tak, by droga,
po ktérej poruszamy sig, szla gora. Albo dojdziemy z powrotem do kropki (a),
albo do skrzyzowania z ju przebyta droga (b).
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Wezel ratowniczy (skrajny tatrzariski). W tablicach wezléw o ¥
symbolem 6, jako trzeci o diagramie z szefcioma punktami samoprzeciecia.
(Pozostawiamy Czytelnikom sprawdzenie, 2¢ oba rysunki przedstawiajy ten sam
wezel). Uzywany jest przy wyciaganiu z wody czlowieka, ktory nie utracit
przytomnosei. Jedng reka ratowany mode trzymad sig liny, a drugg zawigzaé
wezel 1 iczy i le2é sig w ni iskajgcej sie petli.
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Zwiaz wantowy (przez taternikow zwany wezlem rybackim) shuzy do laczenia
dwach lin.
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Wezel plaski i wezel babski. Przy wigzaniu wezla plaskiego latwo si¢ pomyli¢
izawigzaé wgzel babski, mniej pewny, a trudniejszy do rozwigzania.

4

Dowod rozpoczniemy od obliczenia wielomianu Conwaya

splotu rozkiadalnego. Splot nazywamy rozkladalnym, jesli jego
diagram da si¢ podzieli¢ na dwa roziaczne kawalki, kazdy

lezacy w swojej skrzynce (tak jak splot L na rysunku 3).
Wykazemy, ze wielomian Conwaya splotu rozkladalnego jest
rowny 0. Zauwazmy, e splot K z rysunku 3 mozemy otrzymac ze
splotu K przez obrot gornej czesci 0.360°, a wiec K jest
rownowazny K. Mamy zatem

Vx(2) =Vg(z) i 0= Vk(2)—Vz() = 2V.(2),
czyli Vi(z) =

Teraz w dowodzie istnienia wielomianu Conwaya dla kazdego
zorientowanego splotu zastosujemy indukcje wzgledem liczby
samoprzecied (skrzyzowan) w diagramie splotu. Splot, ktorego
diagram nie ma samoprzecieé, jest splotem trywialnym. Jesli jest
on wezlem (ma tylko jedng skladowa), to jego wielomian jest
rowny 1. Jesli ma wigeej niz jedng sktadowa, to jest on
rozkladalny i jego wielomian jest rowny 0.

Zalbimy teraz, ze dla splotow, ktdre maja mniej niz n
samoprzecigé, wielomian Conwaya jest juz okreslony. Rozwazmy
diagram splotu z n samoprzecieciami, Znajomo§¢ wielomianu
Conwaya tego splotu jest rownowazna znajomosci wielomianu
splotu otrzymanego z niego przez zamiane pewnej liczby mostow
na tunele i tuneli na mosty. (Korzystamy z warunku (c) i z fego,
Ze splot L w tym warunku ma mniej samoprzecigé niz K i K,

a wigc jego wielomian jest juz okreslony). Zatem wystarczy znaé
wielomian Conwaya jednego ze splotéw z rysunku 4. Pierwszy
z tych splotow jest rozkiadalny, a drugi jest rownowainy ze
splotem, ktérego diagram ma mniej niz n samoprzecie¢. Konczy
to indukeyjny dowad istnienia wielomianu Conwaya.

e

Rys. 5 B

A teraz kilka przykladow. Zacznijmy od lewostronnego wezla
trojlistnego. Stosujac dwukrotnie warunek (c) (patrz rys. 5)
otrzymujemy

Va(z) = Vi(2)+2Va(2) = 1+:2Va(2)

Vi(z) = Vi(2)+2Vc(2) = =

Tak wigc Va(z) = 1+ 22, Stad wnioskujemy, ze wezel
trojlistny lewostronny nie jest wezlem trywialnym.

Nie musimy oblicza¢ oddzielnie wielomianu Conwaya
prawostronnego wezla trojlistnego. Zauwazmy bowiem, e jest on
lustrzanym odbiciem wezla lewostronnego (wszystkie mosty
zmieniajg si¢ w tunele). Prawdziwy jest nastepujacy fakt: Jesli
splot /(K) jest lustrzanym odbiciem splotu K, to Vyx)(z) =

= Vg(—z). Wystarczy w tym celu sprawdzié, ze wielomian V
okreslony wzorem

Ve(2) = Viay(—2)
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Rys. 6
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Wyblinka traktowana jako splot o dwoch skladowych: lina i karabinek, do
ktorego przymocowano ling.

Rys. 10. Oto rownie skuteczny jak rat iczy wezel ni iskajacy sig. Czy
wielomian Conwaya odrdinia go od wezla ratowniczego?

speinia warunki (a), (b), (c), a wiec z jednoznacznosci
wielomianu Conwaya mamy Vx(z) = Vx(2), czyli to, co trzeba
bylo dowies¢. Przy sprawdzaniu warunku (c) nalezy zauwazy¢, ze
tam, gdzie w splocie K byl most, tam w splocie /(K) jest tunel

i odwrotnie, a wigc z warunku (c)

Vix (@) — Vi (2) = z2Viw)(2),
czyli, zmieniajac z na —z
Vur(—2)—Vim(—2) = zViwy(—2),
a zatem
V(2)-Vz(2) = 2V.(2).
W szczegolnosci wielomian Conwaya prawostronnego wezla
trojlistnego jest tez rowny 1+ z2. Aby odréini¢ oba tréjlistniki,

trzeba uzy¢ bardziej zaawansowanych metod topologii
algebraicznej.

Zauwazmy jeszcze, 7e jesli splot — K otrzymany jest ze splotu K
przez zmiang orientacji wszystkich skladowych, to (jeszcze
latwiej niz poprzednio) mozna udowodni¢, iz Vg(z) = V_x(2)
(jesli w tozsamosci (c) wszystkie sploty zmienimy na przeciwne,
to pozostanie ona prawdziwa). W szczegolnosci wielomian wezla
nie zalezy od orientacji wezia.

Obliczmy jeszcze wielomian  Conwaya wezla ratowniczego (rys. 6).
D jest wezlem trywialnym, E splotem rozkladalnym, a F wezlem
trojlistnym. Stosujac dwukrotnie warunek (c) otrzymujemy:
Vo(2) = Vp(2)+2Ve(2) = 1+2(Ve(2)+2Ve(2)) =
=1+22-(14+2%) = 1 + 22+ 2%
Tak wigc wezel ratowniczy nie jest ani trojlistnikiem, ani
wezlem trywialnym.
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Rys. 7 A B A#B

Wielomian Conwaya wezla plaskiego i babskiego znajdziemy bez
specjalnych obliczen. WprowadZmy pojecie sumy splotéw. Suma
splotéw A4 i B jest pokazana na rysunku 7. W przypadku
weziow jest ona okreSlona jednoznacznie, natomiast dla splotéow
nie bedacych weztami trzeba jeszcze powiedzied, ktore skladowe
taczymy. Prawdziwy jest wzor

Vags(z) = Val2)- Va(2).

Dowodzimy go przez indukcje wzgledem liczby punktow
samoprzeciecia w diagramie B. Szczegély pozostawiam
Czytelnikom.

Zauwazmy teraz, ze wezel plaski jest suma dwoch réznych
trojlistnikow (rys. 8), a wezel babski suma dwoch prawostronnych
tréjlistnikow (rys. 9). Tak wiec ich wielomiany Conwaya sg oba
rowne (1+2%)- (1+2%) = 1+2z%+ 2% Aby te wezly odréinié,
znow trzeba korzysta¢ z innych metod.

Nie powinno jednak nikomu pozosta¢ wrazenie, iz s jakie$
niezmienniki wezidw znacznie lepsze niz wielomian Conwaya,
a tylko niedostepne dla niezaawansowanego Czytelnika: Jest
wrecz przeciwnie — wielomian Conwaya to najlepszy znany
pojedynczy niezmiennik.

Proponuje teraz Czytelnikom obliczenie wielomianu Conwaya
innych wezl6éw i splotéw opisanych w artykule (przy wyblince
nalezy zwroci¢ uwage, ze wynik moze zaleze¢ od orientacji
skladowych).



