Lista uczestnikdw ligi sadaniowej
BElub 444

po uwzglednieniu ocen rozwisszad
zadar z numeru 5/1984

Andree) Pawrowski -~
Adam Wyrwa

Stawomir Solecki
Piotr Pigurny
Marian Reman
Tadeuss Jézefezyk
Rysgzard Pagacs
Grzegors Eus
Zbigniew Bartold
Kagimiersz ZSerbin
Anna Gluza

Ryagard Mazurek
Wojciech Krzygarski.
Zbigniew Koza
Eryastyna Witek
Andrze] Sudoi

Jerzy Janowics

Jan Ciach

Jergy Tysszklewice
Ergyaztof Jakubeczak=
Jergzy Mikuta
Wradystaw Wasiak
Tomasg Rawlik
Jacek Uryga

Macie] G¥ruszek
Janusz Prajs

Jacek Marddsiuk
Zygmunt Bartkowski
Krzyasztof Zygan
Adam Stadler
Tomasz
Marek Prauza
Erzyaztol Trautman
Tomasz Szymczyk
Artur Smolezyk
Zblgniew Eryfow -
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Matgorzata Cperniakowska- Gdavisk 2

Zbigniew Zaus -
Marcin Mazur
Mariusz fopus ewirz-
Dezst Gross -
Stanistaw Dorosz
Jacek Jakubiak
Henryk Mikofajezak
Andrzej Lenarcik
Dariuss ELydiba
Mirosiaw Mikucki
Jarosdaw Kulpa
iirostaw Matlega
karel Jachacy
Tomase homorowski
Frystian Barinicsek-
iarek GaXecki
Jerzy Greywocs
Stanistaw Wrzos
Tomasz Bieganski
Micha Marczak
Pawe Bujak
Ersysztol Zapiaek
dargsfaw Kaczyriski
Radosiaw Zapert -
Pawel Eamiriski -

LI O B B}

Zabrze 47,09
N. Wisnies 45,76
Ostrdiw Wkp, 44,03
Lubartdw 43,78
EZk 38,72
Poznarn Ty T4
Zawadzkie 37,24
Erakdw 36,57
Gdynia 36,22
Sanok 26,15
Torus 35,28
Wrockaw 34,49
fywiec 34,45

Julenia Ge‘rajd 30
Ostréw Maz. 33, 40
Nowy Sacz 35 35

BolesXawleg 32,10 |

Oatrowiee Sw30,56
Warszawa 30.'54
Eudowa 2d. 29,11
Zielona GAra2B,94

Torud aS,SE
Gliwice 28,62
Bytom 27,93
Wroczaw 27,85
Opols 27,57
Lublin 25,37
Warszawa 25,16
Lubin 24,98
Hzeazdw 24,94
Torun 24,40
Poraj 23,20
Warszawa 22,715
Bielsko-B, 21,54
Tarndw Op. 21,53
Sopot 21,49

20,54
hrakdw 20,53
Bia¥yatok 20,46
Lapnica 19,63
Hudapesst 17,12
hrakdw 16,52
T4dE 16,30
wa_lbrzych 15,89
¥ielos 15,38
Eierutdw 14,38
fugus tow 14,21
Fraha 14,20
Skocazdw 14,00
TTuszes 13,86
Swidnik 13,79
By tom 13,65
#ilandwek 13,38
Ruda 31. 13,29
Lubin 13,22
Tublin 13,13
Radom 13,01
Warszawa 12,85
Warszawa 12,85

Starogard G-d12 82
Eielce ,53
Warszawa 12,44

Stanistaw Zygmanowski- UstrobuﬂkiT1,o9

lech Bartiomiejeczyh-
Cezary Suski -
Zbigniew iMaj -
Andrze] Burliga -
Wiodgzimiersz Zwonek -
Jacek Simsak -

Waldemar Clesniewicz- Drezdenko

Wojciech Olazewski -
Jerzy Maropeclaki =
Mariusz TPiszer -
Jerzy Milezarek -
Dariusz Sowlzdrzar -
Erzysztof Jedziniak-
Edward Orzechowski -
Jézel Siwy

Wtodzimiers Szymczyn- Zlelonka
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(fliwice 11,64
Wrocrawek 11,47
Zabrze 11,41
Swiebodzice 11,23
Erakéw 10,88
Lrakdw 10,63
10,56
Brwindw 9,19
Erakiw a,

Duseniki Zd, B

Gorzdw Wkp, 7,76
Szeseein 200
Eatowice 5,61
Warszawa 5,17
- Zaziska G. 1,96

1,60
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Zeatawienie obegnmje nazwiska wazyatkich

uczeatnikdw, kt

rzy w kKlasyfikaeji
ligows] zebrali co najmniej 10 punltdw,

a takze czXonkiw Klubu 44 majgcych

aktualnie na koncie mniej niz 10 punkidw,

ale wykonujacych juz

druga lub trzecis

runde. Literki K, D, W przy stanie konta

oznaczaja czlonkiw Klubu 44 jednokrotnych,
dwukrotnyeh 1 trzykrotnych /Weterandw/.

Wapstezynniki trudnodel zadar 85, 86, 87:

1,83 3,01

2,86
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my zyczenie wielu 1 Czytelniké

Sfﬁl."? 11 : W i poczynajac od
niniejszego numeru rozszerzamy zmagania ligowe Klubu 44 rowniez na fizyke. Odtad wiec
bedziemy mieli dwie ,,konkurencje” — matematyczng i fizyczng. Punktacja ligowa w kazdej

z nich bedzie obliczana oddzielnie.

Szczupto$¢ miejsca nie pozwala na zamieszezanie w kazdym numerze trzech zadan w kazdej

z dwoch konkurencji — jak to bylo do tej pory w lidze matematycznej. Beda wiec co miesige
dwa zadania z matematyki i dwa z fizyki. Innych istotnych zmian w regulaminie nie ma. Udziat
w lidze jest otwarty dla kazdego, cho¢ nadal najbardziej liczymy na mlodziez szkolng

i studencka. Przewidujemy duza réznorodno$é zadan i zréznicowanie stopnia ich trudnoéci. Do
ich rozwigzania bedzie jednak zasadniczo wystarczat zaséb wiadomosci szkolnych z matematyki
i fizyki.

Kazda z tych dwéch konkurencji bedzie zyla wlasnym zyciem. Rozwiazania zadan fizycznych

i matematycznych beda czytane i oceniane, rzecz jasna, przez inne osoby. Dlatego bardzo jest
dla nas wazne, by rozwigzania te nadchodzily w oddzielnych kopertach (por. punkt 7 regulaminu).
Za to przewidziany w punkcie 13 zaszczytny (choé, jak pisze jeden z naszych Czytelnikow:
beznadziejny) tytut Weterana, bedzie mozna zdoby¢ w ,,dwuboju’ uzyskujac sume 44 punktow
np. dwa razy w jednej konkurencji i raz w drugie;j.

Nadal aktualny jest apel o przysylanie propozycji zadan. Gdy autor wykorzystanego przez nas
zadania jest jednoczeénie uczestnikiem konkursu ligowego, a zadanie dostarczyl wraz

z rozwigzaniem (choéby szkicowym), otrzymuje w punktacji ocene maksymalng,

Liga matematyczna koriczy przeszlo trzyletni okres samotnej egzystencji. Chwila jest wigce
sposobna do pewnych podsumowaii. Podamy troche informaciji, uwzgledniajac w naszych
danych historig ligi od jej utworzenia do przerwy wakacyjnej 1984,

W konkursie bralo udzial 270 uczestnikow, w tym 17 pan i dziewczat. Najwiecej uczestnikow,
bo 37, dostarczyla Warszawa, dalej Krakow i Wroctaw — zreszta proponujemy rzut oka na mape.
Nie zmiescili sig na niej trzej uczestnicy spoza kraju: Polacy z Pragi i z Perugii oraz Wegier

z Budapesztu. Blisko polowa ogélnej liczby uczestnikéw to ,,meteory” — osoby, ktére
przystaly rozwiazania zadan raz jeden, no, moze dwa razy, i umilkly. (Namawiamy serdecznie do
kontynuowania zabawy.) Na miano wytrwalych zastuguje moze setka oséb. Najwytrwalszym
jest bez watpienia pan Jerzy Janowicz, kt6ry nie opuscil ani jednej kolejki Ilgowej, od samego
startu ligi.

Kim sa uczestnicy? Nasze dane sa niekompletne, bowiem bardzo wielu uczestnikow nie pisze nic
0 sobie. Wsrod tych, ktorzy sie przedstawili dokladniej niz tylko imieniem i nazwiskiem, grupe
najliczniejsza stanowig studenci, dalej nauczyciele matematyki i uczniowie, wreszcie
przedstawiciele innych zawodow. Rozklad ten znalazi takze odzwierciedlenie w maledikiej
dziewigcioosobowej probee zlozonej z czlonkow Klubu 44, ktorzy przybyli na spotkanie Klubu
w dniach 17 i 18 lutego 1984 (na 12 zaproszonych). W tej dziewiatce znalezli sig: uczen liceum,
student uniwersytetu, trzech studentow uczelni technicznych, nauczyciel szkoly podstawowej,
dwoch nauczycieli szké! Srednich oraz pianista.

To teraz garsc refleksji z samego zjazdu. Z przybylymi gos¢mi spotkal sie Dziekan Wydzialu
Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, doc. dr hab. Henrvk
Woiniakowski. Profesor tegoz wydzialu, dr hab. Andrzej Bialynicki-Birula, poprowadzit
pogadanke pod hasiem Czym sie rdZni iwdreza praca zawodowego matematyka od rozwigzywania
zadan? Matematycy, informatycy, fizycy i astronomowie UW zaprezentowali wyposaZenie
swoich pracowni (kreda i tablica, komputery, lasery, refraktory...). W gronie zespolu
redakcyjnego Delty porozmawialiSmy sobie o Deleie. Reszte czasu wypehily dyskusje

o zadaniach i ich rozwiazaniach, kryteriach ocen, wspolczynnikach trudnodci itp., itd. Ta
,,-Teszia czasu'’ okazala sie dalece niewystarczajgca. Goscie zegnali sie z nami z poczuciem
niedosytu; tak nam sic wydaje...

W biezacym roku szkolnym planujemy kolejne spotkanie Klubu 44, w liczniejszym juz gronie.
Gdy piszemy te stowa, Klub liczy 24 czlonkow, w tym czterech ,,trzykrotnych® (czyli
Weteranow) i dwéch ,,dwukrotnych”. Wybiegajac mysla naprzod juz sie cieszvmy na dalsze
jeszcze spotkania, w ktorych zapewne wezmg udzial adepci, a pdZniej weterani bojow ligowych
rowniez w fizyce.

Od ostatniego omoéwienia zadai ligowych (Delra 1/1984) mija rok. Pora na kolejne oméwienie.
Znajda si¢ w nim te zadania, ktore przez nielicznych tylko uczestnikow zostaly rozwiazane
poprawnie (lub z niewielkimi lukarii) oraz te, dla ktoérych uczestnicy konkursu podali
rozwiazania istotnie rézne od naszych rozwigzan — bardziej eleganckie Iub ogolniejsze. Brak
komentarza przy informacji o rozwiazaniu oznacza, 7e jest ono zasadniczo zgodne z naszym.

Zadanie 56 [Zbior wierzchotkow wielokata ma $rodek (o$) symetrii = wielokat tez ma; dodaé
zalozenie tak, by twierdzenie stalo si¢ prawdziwe] (WT = 2,46). Dziewieciu uczestnikow
udowodnito twierdzenie pod zalozeniem wypuklosci, Dwach uczestnikéw (M. Prauza,

J. Szweda) proponuje zaloZenie istnienia srodka (osi) symetrii rowniez dla zbioru $rodkow
bokow wielokata, ale nie dowodzi twierdzenia przy tym zalozeniu; nie wiemy, czy takie
twierdzenie jest prawdziwe.




Rozmieszczenie uczestnikow ligi zadaniowej.
Kolorowe punkty to czlonkowie Klubu 44.

Zadanie 60 [Na ile co najwyzej sposobdw mozna przedstawic
liczbe naturalng jako sumg czterech roznych dzielnikow?]

-(WT = 2,14). Duzo poprawnych rozwigzan. D. Sowizdrzal pisze
(bez szczegOlow), ze numerycznie rozwiazal analogiczne zadanie
dla pieciu i szeéciu dzielnikow; wyniki: 71 i 2237.

Zadanie 62 Znak wyrazenia w = 2R+ r—p w trojkacie ostro-,
prosto- i rozwartokatnym] (WT = 2,86). Czternascie dobrych
rozwigzan,. Elegancki wzor na w (w postaciach nieznacznie
rozniacych sie miedzy soba) uzyskali J. Uryga, K. Jedziniak,

T. Komorowski: w = 2Ruyius, gdzie u, = sin(x;/2)—
—cos(x;/2), x; — katy trojkata.

Zadanie 63 [Lamigiéwka literowa — zaszyfrowane dodawanie
z warunkami dodatkowymi) (WT = 1,84). 1. Depta przystat
program komputerowy generujacy wszystkie rozwigzania (bez

warunkow dodatkowych) wraz z wydrukiem wynikow (40
rozwigzan).

Zadanie 64 [Przedstawi¢ 10° jako sume T x;, x; > 0, tak, by

IIx = max] (WT = 3,15). Cala trudnos¢ polegala na
rozstrzygnieciu, czy nalezy wzia¢ m = 367879, czy m+1 rownych
skiadnikow. Sprowadzalo sig to do ustalenia, co wigksze: f(m)
czy f(m+1), gdzie f(x) = (10°x')*. Bezblednie lub z drobnymi
usterkami rozwiazali to zadanie P, Figurny, J. Ciach, M. Galecki,
G. Kus, M. Czerniakowska, P. Kaminski. Nasze rozwigzanie
wydrukowane w numerze 2/1984 zawiera istotny blad!

(w zwrocie jednej nierownosci). Bezsprzecznie najbardziej
eleganckie w tym fragmencie jest rozwiazanie pani Czerniakowskiej
ciag a, = (14 1/n)"*1/2 jest malejacy (dowod np. przez
rozniczkowanie funkeji (1+x)'/*+'/2) i zbiezny do e, wigc a» > €
dla wszystkich n; stad f(m)/f(m+1) = 10~ Sm~"(m+1)"*! =

= 10~ Sanu(m(m—+1))"/? > 10~ /367879 - 367880 > 1.

Zadanle 65 [Czy mozna podzieli¢ szeScian na skorniczona liczbe
szescianow roznej wielkosci?] (WT = 3,65). Ze nie mozna,
pokazali P. Figurny, M. Gatlecki, G. Kus, R. Pagacz, J. Uryga,
J. Janowicz oraz (z zastrzezeniami) J. Milczarek.

Zadanie 71 [Czworokat 4BCD wpisany w kolo = érodki. kot
wpisanych w trojkaty ABC, BCD, CDA, DAB sa wierzchotkami
prostokata] (WT = 3,15). Dziewigtnascie dobrych rozwigzan,

w wigkszosci identycznych z naszym. Zgrabniejsze rozwigzanie,
ktére przedstawili L. Bartlomiejczyk, W. Cerczynski, J. Janowicz,
Z. Koza, R. Pagacz (oraz podobnie T. Komorowski

i M. Galecki) opiera si¢ na spostrzezeniu, ze odcinki 0,04
(gdzie O; — $rodki rozwazanych koél) sa parami réwnolegle do
odcinkow laczacych $rodki lukéw AB i CD oraz BCi DA, a te
ostatnie dwa odcinki sa prostopadte.

Zadanie 74 [13-elementowe podzbiory zbioru 52-elementowego
mozna ustawi¢ w cykl, w ktorym kazde dwa sasiednie roznig sie
dokladnie jednym elementem] (WT = 3,69). Twierdzenia
dowodzi si¢ biorac zamiast liczb 13 i 52 dowolne liczby k i n,

k < n, i stosujac indukcje: albo wzgledem n przy dowolnym k

13

(jak w naszym rozwiazaniu), albo odwrotnie. Dobre rozwigzania:
P. Kaminski, J. Kulpa, J. Prajs, J. Uryga, P. Figurny, M. Galecki,

Z. Koza, G. Kus, W. Krzyzanski.

S /
s o? s, o 8 a2

e, -

/

Zadanie 76 [Z kwadratu o boku a wycia¢ dwiema prostymi
rownoleglymi w odstepie 4 < a figure o maksymalnym polu]
(WT = 3,62). Wiekszo§¢ rozwigzan, jak i nasze, opiera si¢ na
dosé uciazliwych rachunkach; tak to robig P. Figurny, M. Galecki,
T. Jozefczyk, J. Kulpa, M. Lopusiewicz, T. Rawlik, J. Uryga
oraz (z usterkami) T. Komorowski, M. Marczak, K. Jedziniak,
D. Sowizdrzal. Na tym tle uznanie zyskuje pigkne rozwigzanie
Wojciecha Krzyzanskiego: Wystarczy ograniczy¢ uwage do par
prostych przecinajacych wszystkie boki kwadratu i polozonych
symetrycznie wzgledem jego Srodka. Wezmy takg pare prostych,
i poprowadzmy prostopadie do nich druga parg prostych, tez
w odstepie d i symetrycznie wzgledem Srodka kwadratu.
Powstanie kwadrat o polu g2 i cztery trojkaciki o rownym polu p,
lezace albo wewnatrz, albo na zewnatrz danego kwadratu o polu
a® (rys. 1). Pole rozwazanej figury (o pogrubionym brzegu)
rowna sie (a® +d*—4p)/2 (w obu przypadkach!). Trzeba wigc
zminimalizowa¢ p; gdy d= a/ ]/ 2, nalezy ustawi¢ proste pod
takim katem, by p = 0 (trojkaciki redukuja si¢ wtedy do
punktéw, maly kwadrat jest wpisany w duzy); gdy d < a/y'2,
minimalne p uzyskuje si¢ ustawiajac proste rownolegle do
przekatnych duzego kwadratu. To samo rozwigzanie, ale tylko dla
d = aly/2, podat tez P. Kaminski.

Zadanie 77 [Na ile co najwyzej czesci 20 okregdw moze
podzieli¢ sfere?] (WT = 3,06). Do$¢ duzo rozwiazah dobrych
(lub prawie). M. Jagielka podaje (bez dowodu) wzoér na
maksymalna liczbg ,,elementéw” k-wymiarowych powstatych

w wyniku podziatu sfery p-wymiarowej przez n sfer (p—1)-
-wymiarowych.

Zadanie 80 [Czy istnieje parkietaz plaszczyzny z przystajacych
n-katéw wypuklych, n = 5,7,8? (WT = 3,54). Istnigje tylko dla
n < 6. Pokazali to bezblednie (lub odeslali do literatury)

J. Janowicz, P. Kaminski, T. Komorowski, J. Uryga,

a z usterkami W. Krzyzanski, S. Solecki, M. Galecki.

Rys. 1

Rys. 2
Zadanie 83 [Rownoleglobok ABCD ma pole S, obliczyé pole
osmiokata KLMNPQRS (rys. 2)] (WT = 1,80). Duzo dobrych
rozwiazan, najczesciej przez pracowite rozpatrywanie licznych
proporcji (jak i w naszym rozwigzaniu). Znacznie zgrabniej
robig to P. Kaminski i A. Wyrwa (a do$¢ podobnie J. Mikuta
i G. Pacyna): EM i FK to érodkowe w tréjkacie OEF, wigc pole
czworokata OKLM rowna si¢ 1/3 pola OEF, czyli 1/24 pola
ABCD; podobnie z czworokgtami OMNP, OPQR, ORSK.

Za rok — kolejne omowienie i obszerna czolowka ligi.
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Zadania z fizyki or 1, 2
Redaguje dr Andrzej NADOLNY

1. ZnaleZ¢ opdr migdzy punktami A i B nieskoriczonej plaskiej sieci o kwadratowych oczkach —
Jak na rysunku, zlozonej z jednakowych opornikéw r = 100 £, ktéra zostala przerwana
miedzy tymi punktami.

2, Wyjasni¢ mechanizm powstawania dZwicku podczas wirowania trzymanej za jeden koniec
plastykowej, karbowanej rury (popularna zabawka — ,,grajaca rura®). Jak to sie dzieje, ze
w zaleznosci od predkodci wirowania uzyskiwane sg tony o réznej wysokoéci?

Regulamin

1. Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
oraz Redakcja miesigcznika Delra organizuja konkurs — lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Liga ma charakter ciggly. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesigczniku Delta, po 4
zadania w kazdym numerze: 2 z matematyki i 2 z fizyki, z dwumiesigczng przerwa (nr 6i 7
kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze by¢ kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przesylaniu
opracowanych rozwigzan Redakcji Delry. Aby zostaé¢ uczestnikiem, wystarczy przesiaé
rozwiagzanie chocby jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybra¢ dowolnie. Nie ma koniecznoéci rozwiazywania
zadan z kazdego miesigca.

6. Rozwigzania zadanh z numeru n nalezy nadsyla¢ do korica miesigca n-+2 (dodawanie
modulo 12, np. termin nadsylania rozwigzan zadan z nr 11/1985 uplywa 31 stycznia 1986).
W numerze n+ 4 podane sg szkicowe rozwigzania.

7. Rozwigzanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu papieru

i podpisane. Uczniowie proszeni sg o podanie klasy, studenci — roku i uczelni. Rozwiazania
zadafi z matematyki i z fizyki nalezy przysyla¢ w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na
kopercie:

Klub 44 M lub Kiub 44 F.

8. Prace powinny byé¢ samodzielne. Serie rozwiazari jednobrzmiacych nie beda brane pod
uwage.

9. Rozwigzanie kazdego zadania jest oceniane w skali od 0 do 1 z dokladnoicia do 0,1. Przy
ocenie jest brana pod uwagg nie tylko poprawno$¢ merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomystowos¢ metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspolczynnik trudnosci ustalany po uptywie terminu nadsylania
rozwigzan. Wspolczynnik ten jest liczba pomigdzy 1 a 4 ustalang wedlug nastepujgcej zasady:
jezeli N oznacza liczbe osob, ktore nadestaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego
numeru, w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume¢ ocen uzyskanych
przez wszystkich uczestnikOw za dane zadanie, wowczas otrzymuje ono wspolczynnik trudnosei
WT = 4—35/N. Za nadeslane rozwigzanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktéw réwng iloczynowi uzyskanej oceny przez wspélczynnik trudnoéci (z zaokragleniem do
dwoch miejsc po przecinku).

11. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwigzania poszczegblnych zadan (obliczone
wedlug podanej wyzej zasady) sq sumowane, oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwilg
osiagniecia sumy 44 punktéw w jednej z tych dziedzin uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 44,

12. Po zgromadzeniu 44 punktéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciggu braé
udzial w konkursie ligowym. Nadwyika punktéw ponad warto$¢ 44 zostaje zaliczona na poczet
ponownego uczestnictwa w lidze.

13. Trzykrotne uzyskanie czionkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44.
14. Czotéwka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delra.

15. Czlonkowie Klubu 44 beda zapraszani na spotkania Klubu 44, ktére beda organizowane
w Warszawie raz do roku.

16. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylgczne prawo interpretacji i moznoé¢ zmian Regulaminu.



Termin nadsylania rozwigzan:

'

31 11T 1985
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Zadania z matematyki nr 103, 104
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

103. Wielokat foremny W o nieparzystej liczbie bokow jest wpisany w okrag, a punkt P jest
dowolnym punktem tego okregu. Dowies¢, ze mozna podzieli¢ zbior wierzchotkow wielokata W
na dwa rozlaczne podzbiory A i B tak, by suma odleglosci punktu P od punktéw zbioru 4 byla
rowna sumie odlegloéci punktu P od punktow zbioru B.

104. Wyznaczy¢ czesc catkowita liczby

1 1 1
e
V2 V3 1/ 1000000

Zadanie 104 przyslal pan Marcin Mazur z Bialegostoku.

Rozwiazania zadafi z numeru 9/1984
Przypominamy tresé zadari:
91, Laczac odcinkami srodki kolejnych bokéw danej lamanej zamknigte]

otrzymujemy nows lamana zamknigts. Powtarzajac te operacje dostajemy ciag
lamanych zamknietych. Dowiesé, e ciag ich dlugosci dazy do zera.

92, Czy trzema kwadratami o boku 5 moina pokry¢ kwadrat o boku 22?7

93, Kazda liczbe x = m/n € (0,1), m, n € N, mozna przedstawi¢ jako sumeg

odwrotnosci co najwyzej n— 1 réinych liczb naturalnych.

91. Oznaczmy dana lamang przez £,, za$ lamang otrzymana w n-tym kroku przez £,.
Wybierzmy dowolnie pewien punkt plaszczyzny O i oznaczmy przez c, sume kwadratow
odleglosci wierzcholtkéw £, od O, a przez d, sume kwadratéw dlugosci bokow £a. Ustalmy n.
Niech P,, ..., P, beda kolejnymi wierzchotkami £, i niech Q, bedzie §rodkiem odcinka PP,
i=1,...,m; Pnyy = Py.Punkty Qy, ..., On 53 kolejnymi wierzchotkami £,,,. Zachodza
nastepujace rownosci (kropki oznaczaja iloczyn skalarny wektorow):

PPl = PPy, PiPiyy = (OPy —OP) - (OPi,,—OP) = OP},,+OP}—20P,- OP,,,

1 1 1
0Qt = 00, 00, = E(OPV?‘ OP4): ?(0P|+0Pt+1) = I(OP12+0P|2+1+20P1 *OPyy),

skad P\P},,+4 0Q} = 2 OP{+2 OP},,.

Sumujac po i = 1, ..., m dostajemy du+4cns1 = 2en+2cn. Zatem cnyy = ca—da/4, ciag (cn) jest
malejacy, wiec zbiezny. Stad lim d, = lim(4cy4 ; —4cs) = 0, co jest robwnowazne tezie zadania,

92. Mozna. Rysunek przedstawia metode pokrycia wigkszego kwadratu trzema mniejszymi.
Niech bok wickszego kwadratn ma diugo$¢ x, a mniejszego 5, jak w zadaniu. Z podobienstwa
uwidocznionych na rysunku trojkatéw prostokatnych oraz z twierdzenia Pitagorasa,
zastosowanego do jednego z nich, wynika uklad rownan (5—2)/5 = (x—5)/x, A4zt = x%

majacy w liczbach dodatnich x rozwigzanie x = 5 |/(l +¥5)/2=636..> 2x

93, Okreélamy indukeyjnie dwa ciagi, (k;) oraz (x,), przyjmujac k, = 0, x; = 0,

ke =[i! (x—=xi-), x; = xi—1+kJi! dla i= 2; nawiasy kwadratowe oznaczaja branie czgsci
catkowitej. Tak wigc k; < i! (x—x;—,) < k;+1, skad po prostym przeksztalceniu

i uwzglednieniu okreélenia x dostajemy

(1) 0< il (x—x) < 1.

Mnozac (1) przez i+ 1 otrzymujemy nieréwnos¢ podwojna, ktorej Srodkowy czion ma czesé
catkowitg réwna k;y,. Stad 0 < kyyy < i+ldlai=2,czyliO< ky < idlai=2(dlai=2
banalne sprawdzenie). Z indukcyjnej definicji ciagu (x,) wynika, ze

kz kz k;
= ? ? b i ? !
Zatem dla i = n Srodkowy czlon nierownosci (1) jest liczba catkowita, a wobec tego x = x,
i wzor (2) przedstawia liczbe x jako sume n—1 skladnikow, z ktérych pewne moga byc
zerami. Z oszacowania k, < i wynika, ze niezerowe skiadniki sa odwrotnosciami liczb
naturalnych, i to réznych, bowiem jesli
i<j,k:i>0,k; >0,to

(2) Xn

k, 1 1k

=g — < —.

HEF G=n! it it
Uwaga. Poczawszy od i = n cigg (x;) jest juz oczywiécie staly. Gdy natomiast x € (0, 1) jest
liczbg niewymierna, opisana procedura daje przedstawienie x w postaci sumy szeregu
nieskoficzonego £ k,/i!, o sumach czgéciowych postaci (2). Nierownos¢ (1) daje oszacowanie
szybkosci zbieznosci tego szeregu, a takze pozwala udowodni¢ jednoznacznos¢ doboru
licznikow k.
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