
9,19 K

8,e5 K8;1)9 K
7,76 K
7,00 D
5,61 K
5,17 D
1,96 K
1,60 K

Lista uczestników ligi zadaniowej

tlKlub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan z numeru 5/1984

Andrzej Pawlowski - Zabrze 47,09 D

Adam Wyrwa - N. Wisnicz 45,76 K
Slawomir Solecki - Ostrów Wkp. 44,03 K
Piotr Figurny - Lubartów 43,78
Marian Roman - Elk 38,72 K
Tadeusz Józefczyk - Poznan 37,74
Ryszard Pagacz - Zawadzkie 37,24 K
Grzegorz Kus - Kraków 36,57
ZbignIew Bartold - Gdynia 36,22 K
Kazimierz Serbin - Sanok 36,15
Anna Gluza - Torun 35,28
Ryszard Mazurek - Wroclaw 34,49
Wojciech Krzyzanski- Zywiec 34,45
Zbigniew Koza - Jelenia Góra34,30
Krystyna Witek - Ostrów Maz. 33,40

Andrzej Sudol - Nowy Sacz 33,35
Jerzy Janowicz - Boleslawiec 32,10 W
Jan Ciach - Ostrowiec Sw30,56
Jerzy Tyszkiewicz - Warszawa 30,34
Krzysztof Jakubczak- Kudowa Zd. 29,11
Jerzy Mikuta - Zielona Góra28,94
Wladyslaw Wasiak - Torun 28,92
Tomasz Rawlik - Gliwice 28,62 K
Jacek Uryga - Bytom 27,93 W
Maciej Gluszek - Wroclaw 27,85
Janusz ?raja - Opole 27,57
Jacek Mandziuk - Lublin 25,37
Zygmunt Bartkowski - Warszawa 25,16
Krzysztof Zygan - Lubin 24,98
Adam Stadler - Rzeszów 24,94
Tomasz Maslowski - Torun 24,40
Marek Frauza - Poraj 23,20 K
Krzysztof Trautman - Warszawa 22,75 K
Tomasz Szymczyk - Bielsko-E. 21,54
Artur Smolczyk - Tarnów Op. 21,53 K -
Zbigniew Krylaw - Sopot 21,49
I1algorzata Czerniakowska- Gdatsk 20,54 K

Zbigniew Zaus - kraków 20,53
Marcin Mazur - Bialystok 20,46
f/ariusz l'Jopusiewicz-Legnica 19,63
Dezso Gross - Budapeszt 17,12
Stanislaw Deresz - Kraków 16,52
Jacek Jakubiak - Lódz 16,30
Henryk Mikolajczak - Walbrzych 15,69
Andrzej Lenarcik - Kielce 15,38

Dariusz Lydzba - Eierutów 14,38
Miroslaw Mikucki - Augustów 14,21
Jaroslaw Kulpa - Praha 14,20
Miroslaw Matlega - Skoczów 14,00
harol Jachacy - Tluszcz 13,a6
Tomasz Komorowski - $widnik 13,79 K
Krystian Bartniczek- Bytom 13,65
i·tarekGalecki - l1ilanówek 13,38 W
Jerzy Grzywocz - Ruda Sl. 13,29
Stanislaw Wrzos - Lubin 13,22
Tomasz Bieganski - Lublin 13,13 K
Michal Marczak - Radom 13,01
Pawel Bujak - Warszawa 12,85
Krzysztof Zapisek - Warszawa 12,85
Jaroslaw Kaczynski - Starogard Gd12,82
Radoslaw Zapert - Kielce 12,53

Pawel Kaminski - Warszawa 12,44 W
Stanislaw Zygmanowski- Ostrobudki11,89
Lech Bartlomiejczyk- Gliwice 11,64
Cezary Suski - I;/loclawek 1"1,47
Zbigniew I'aj - Zabrze 11,41
Andrzej Burliga - Swiebodzice 11,23
Wlodzimierz Zwonek - kraków 10,88
Jacek Simsak - Kraków 10,63
Waldemar Olesniewicz- Drezdenko 10,56

- O -

Wojciech Olszewski - Brwinów
Jerzy Malopolski - Kraków
Mariusz Fiszer - Duszniki Zd.

Jerzy Milczarek - GorZ1l"wWkp.
Dariusz Sowizdrzal - Szczecin

Krzysztof Jedziniak_ Katowice
Edward Orzechawski _ Warszawa

Józef Siwy - Laziska G.
\~odzL~ierz Szymczyk- Zielcnka

Zestawienie obejmuje nazwiska wszystkich
uczestników, którzy w klasyfikacji
ligowej zebrali co najmniej 10 punktów,

a takze czlonków Klubu 44 majacych
aktualnie na koncie mniej niz 10 punktów,
ale wykonujacych juz druga lub trzecia
runde. Literki K, D, W przy st~ie konta
oznaczaja czlonków Klubu 44 jednokrotnych,
dwukrotnych i trzykrotnych /Weteranów/.

Wspólczynniki trudnosci zadan 85, 86, 87:

1,83 3,01 2,86

S A:l~' ~-J Z 'cze de .•......_.aJ • C, .- .. i poczynajac od

niniejszego numeru rozszerzamy zmagania ligowe Klubu 44 równiez na fizyke. Odtad wiec
bedziemy mieli dwie "konkurencje" - matematyczna i fizyczna. Punktacja ligowa w kazdej
z nich bedzie obliczana oddzielnie. '

Szczuplosc miejsca nie pozwala na zamieszczanie w kazdym numerze trzech zadan w kazdej
z dwóch konkurencji - jak to bylo do tej pory w lidze matematycznej. Beda wiec co miesiac
dwa zadania z matematyki i dwa z fizyki. Innych istotnych zmian w regulaminie nie ma. Udzial
w lidze jest otwarty dla kazdego, choc nadal najbardziej liczymy na mlodziez szkolna
i studencka. Przewidujemy duza róznorodnosc zadan i zróznicowanie stopnia ich trudnosci. Do
ich rozwiazania bedzie jednak zasadniczo wystarczal zasób wiadomosci szkolnych z matematyki
i fizyki.

Kazda z tych dwóch konkurencji bedzie zyla wlasnym zyciem. Rozwiazania zadan fizycznych
i matematycznych beda czytane i oceniane, rzecz jasna, przez inne osoby. Dlatego bardzo jest
dla nas wazne, by rozwiazania te nadchodzily w oddzielnych kopertach (por. punkt 7 regulaminu).
Za to przewidziany w punkcie 13 zaszczytny (choc, jak pisze jeden z naszych Czytelników:
beznadziejny) tytul Weterana, bedzie mozna zdobyc w "dwuboju" uzyskujac sume 44 punktów
np. dwa razy wjednej konkurencji i raz w drugiej.
Nadal aktualny jest apel o przysylanie propozycji zadan. Gdy aut.or wykorzystanego przez nas
zadania jest jednoczesnie uczestnikiem konkursu ligowego, a zadanie dostarczyl wraz
z rozwiazaniem (chocby szkicowym), otrzymuje w punktacji ocene maksymalna.
Liga matematyczna konczy przeszlo trzyletni okres samotnej egzystencji. Chwila jest wiec
sposobna do pewnych podsumowan. Podamy troche informacji, uwzgledniajac w naszych
danych historie ligi od jej utworzenia do przerwy wakacyjnej 1984.
W konkursie bralo udzial 270 uczestników, w tym 17 pan i dziewczat. Najwiecej uczestników,
bo 37, dostarczyla Warszawa, dalej Kraków i Wroclaw - zreszta proponujemy rzut oka na mape.
Nie zmiescili sie na niej trzej uczestnicy spoza kraju: Polacy z Pragi i z Perugii oraz Wegier
z Budapesztu. Blisko polowa ogólnej liczby uczestników to "meteory" - osoby, które

przyslaly rozwiazania zadan raz jeden, no, moze dwa razy, i umilkly. (Namawiamy serdecznie do
kontynuowania zabawy.) Na miano wytrwalych zasluguje moze setka osób. Najwytrwalszym
jest bez watpienia pan Jerzy Janowicz, który nie opuscil ani jednej kolejki ligowej, od samego
startu ligi.

Kim sa uczestnicy? Nasze dane sa niekompletne, bowiem bardzo wielu uczestników nie pisze nic
o sobie. Wsród tYGh,którzy sie przedstawili dokladniej niz tylko imieniem i nazwiskiem, grupe
naj liczniejsza stanowia studenci, dalej nauczyciele matematyki i uczniowie, wreszcie
przed.stawiciele innych zawodów. Rozklad ten znalazl takze odzwierciedlenie w malenkiej
dziewiecioosobowej próbce zlozonej z czlonków Klubu 44, którzy przybyli na spotkanie Klubu
w dniach 17 i 18 lutego 1984 (na 12 zaproszonych). W tej dziewiatce znalezli sie: uczen liceum,

student uniwersytetu, trzech studentów uczelni technicznych, nauczyciel szkoly podstawowej,
dwóch nauczycieli szkól srednich oraz pianista.
To teraz garsc refleksji z samego zjazdu. Z przybylymi goscmi spotkal sie Dziekan Wydzialu
Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, doc. dr hab. Henryk
Wozniakowski. Profesor tegoz wydzialu, dr hab. Andrzej Bialynicki-Birula, poprowadzil
pogadanke pod haslemCzym sie rózni twórcza praca zawodowego matematyka od rozwiazywania

zadan? Matematycy, informatycy, fizycy i astronomowie UW zaprezentowali wyposazenie
swoich pracowni (kreda i tablica, komputery, lasery, refraktory ... ). W gronie zespolu
redakcyjnego Delty porozmawialismy sobie oDelcie. Reszte czasu wypelnily dyskusje
o zadaniach i ich rozwiazaniach, kryteriach ocen, wspólczynnikach trudnosci itp., itd. Ta
"reszta czasu" okazala sie dalece niewystarczajaca. Goscie zegnali sie z nami z poczuciem
niedosytu; tak nam sie wydaje ...
W biezacym roku szkolnym planujemy kolejne spotkanie Klubu 44, w liczniejszym juz gronie.
Gdy piszemy te slowa, Klub liczy 24 czlonków, w tym czterech "trzykrotnych" (czyli
Weteranów) i dwóch "dwukrotnych". Wybiegajac mysla naprzód juz sie cieszymy na dalsze
jeszcze spotkania, w których zapewne wezma udzial adepci, a pózniej weterani bojów ligowych
równiez w fizyce.
Od ostatniego omówienia zadan ligowych(Delta 1/1984) mija rok. Pora na kolejne omówienie.
Znajda sie w nim te zadania, które przez nielicznych tylko uczestników zostaly rozwiazane
poprawnie (lub z niewielkimi lukan'ii) oraz te, dla których uczestnicy konkursu podali
rozwiazania istotnie rózne od naszych rozwiazan - bardziej eleganckie lub ogólniejsze. Brak
komentarza przy informacji o rozwiazaniu oznacza, ze jest ono zasadniczo zgodne z naszym.

Zadanie 56 [Zbiór wierzcholków wielokata ma srodek (os) symetrii=> wielokat tez ma; dodac
zalozenie tak, by twierdzenie stalo sie prawdziwe] (WT= 2,46). Dziewieciu uczestników
udowodnilo twierdzenie pod zalozeniem wypuklosci. Dwóch uczestników (M. Prauza,
J. Szweda) proponuje zalozenie istnienia srodka (osi) symetrii równiez dla zbioru srodków

boków wielokata, ale nie dowodzi twierdzenia przy tym zalozeniu; nie wiemy, czy takie
twierdzenie jest prawdziwe.
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Rozmieszczenie uczestników ligi zadaniowej.
Kolorowe punkty to czlonkowie Klubu 44.

Zadanie 60 [Na ile co najwyzej sposobów mozna p~dstawic
liczbe naturalna jako sume czterech róznych dzielników?]

..•(WT = 2,14). Duzo poprawnych rozwiazan. D. Sowizdrzal pisze
(bez szczególów), ze numerycznie rozwiazal analogiczne zadanie
dla pieciu iszesciu dzielników; wyniki: 71 i 2237.
Zadanie 62 Znak wyrazeniaw = 2R +r- p w trójkacie ostro-,
prosto- i rozwartokatnym] (WT= 2,86). Czternascie dobrych
rozwiazan. Elegancki wzór naw (w postaciach nieznacznie
rózniacych sie miedzy soba) uzyskali J. Dryga, K. Jedziniak,
T. Komorowski: w = 2RutuzU3, gdzie U, = sin(x,j2)-

-cos(x,j2), X, - katy trójkata.

Zadanie 63 [Lamigl6wka literowa - ~aszyfrowane dodawanie
z warunkami dodatkowymi] (WT= 1,84). J. Depta przyslal
program komputerowy generujacy wszystkie rozwiazania (bez

warunków dodatkowych) wraz z wydrukiem wyników (40
rozwiazan).
Zadanie 64 [Przedstawic106 jako sume :Ex/, :X, > O, tak, by
IIx, = max] (WT = 3,15). Cala trudnosc polegala na
rozstrzygnieciu, czy nalezy wziacm = 367879, czym+ l ró~nych

skladników. Sprowadzalo sie to do ustalenia, co wi.eksze:J(m)
czyf(m+ l), gdzief(x) = {106x-ly. Bezblednie lub z drobnymi
usterkami rozwiazali to zadanie P. Figurny, J. Ciach, M. Galecki,
G. Kus, M. Czerniakowska, P. Kaminski. Nasze rozwiazanie
wydrukowane w numerze 2/1984 zawiera istotny blad!
(w zwrocie jednej nierównosci). Bezsprzecznie najbardziej
eleganckie w tym fragmencie jest rozwiazanie pani Czerniakowskiej
ciag an = (1+ l /n)H l/z jest malejacy (dowód np. przez
rózniczkowanie funkcji (1+X)'/H'/Z) i zbiezny do e, wiecan > e
dla wszystkich n; stadf{m)/f(m+ 1) = 1O-6m-m(m+ l)m+1 =
= 1O-6am(m(m+ 1»'/Z > 1O-6ey367879' 367880 > l.
Zadanie 6S [Czy mozna podzielic szescian na skonczona liczbe
szescianów róznej wielkosci?] (WT= 3,65). Ze nie mozna,
pokazali P. Figurny, M. Galecki, G. Kus, R. Pagacz, J. Dryga,
J. Janowicz oraz (z zastrzezeniami) J. Milczarek.

Zadanie 71 [CzworokatABCD wpisany w kolo => srodki. kól
wpisanych w trójkaty ABC, BCD, CDA, DABsa wierzcholkami
prostokata] (WT = 3,15). Dziewietnascie dobrych rozwiazan,

w wie~szosci identycznych z naszym. Zgrabniejsze rozwiazanie,
które przedstawili L. Bartlomiejczyk, W. Cerczynski, J. Janowicz,
Z. Koza; R: Pagacz (oraz podobnie T. Komorowski
iM. Galecki) opiera sie na spostrzezeniu, ze odcinki0,0,+ 1

(gdzie 0, --;-srodki rozwazanych kól) sa parami równolegle do
odcinków laczacych srodki lukówAB i CD,oraz BC i DA, a te
ostatnie dwa odcinki sa prostopadle.
Zadanie 74 [13-elementowe podzbiory zbioru 52-elementowego
mozna ustawic w cykl, w którym kazde dwa sasiednie róznia sie
dokladnie jednym elementem] (WT= 3,69). Twierdzenia
dowodzi sie biorac zamiast liczb 13 i 52 dowolne liczbyk i n,
k ~ n, i stosujac indukcje: albo wzgledemn przy dowolnym k

3

(jak w naszym rozwiazaniu), albo odwrotnie. Dobre rozwiazania:
P. Kaminski, J. Kulpa, J. Prajs, J. Dryga, P. Figurny, M. Galecki,
Z. Koza, G. Kus. W. Krzyzanski.

Rys. l

Zadanie 76 [Z kwadratu o bokua wyciac dwiema prostymi
równoleglymi w odstepied ~ a figure o maksymalnym polu]
(WT = 3,62). Wiekszosc rozwiazan, jak i nasze, opiera sie na
dosc uciazliwych rachunkach; tak to robia P. Figurny, M. Galecki,
T. Józefczyk, J. Kulpa,. M. Lopusiewicz, T. Rawlik, J. Dryga
oraz (z usterkami) T. Komorowski, M.'Marczak, K. Jedziniak,
D. Sowizdrzal. Na tym tle uznanie zyskuje piekne rozwiazanie
Wojciecha Krzyzanskiego: Wystarczy ograniczyc uwage do par
prostych przecinajacych wszystkie boki kwadratu i polozonych

symetrycznie wzgledem jego srodka. Wezmy taka pare prostych.
i poprowadzmy prostopadle do nich druga pare prostych, tez .
w odstepie d.i symetrycznie wzgledem srodka kwadratu.
Powstanie kwadrat o poludZ i cztery trójkaciki o równym polup,
lezace .albo wewnatrz, albo na zewnatrz danego kwadratu o polu
aZ (rys. 1). Pole rozwazanej figury (o pogrubionym brzegu)
równa sie(az+dz-4p)/2 (w obu przypadkach!). Trzeba wiec
zminimalizowac p; gdy d~ a/vi, nalezy ustawic proste pod
takim katem, byp = O (trójkaciki redukuja sie wtedy do
punktów, maly kwadrat jest wpisany w duzy); gdyd < a/y2,
minimalne p uzyskuje sie ustawiajac proste równolegle do
przekatnych duzego kwadratu. To samo rozwiazanie, ale tylko dla
d ~ a/V'i, podal tez P. Kaminski.
Zadanie 77 [Na ile co najwyzej czesci 20 okregów moze
podzielic sfere?] (WT= 3,06). DoSC duzo rozwiazan dobrych·
(lub prawie). M. Jagielka podaje (bez dowodu) wzór na
maksymalna liczbe "elementów" k-wymiarowych powstalych
w wyniku podzialu sfery p-wymiarowej przezn sfer (p - 1)-
-wymiarowych.
Zadanie 80 [Czy istnieje parkietaz plaszczyzny z przystajacych
n-katów wypuklych, n = 5,7,8?] (WT = 3,54). Istnieje tylko dla
n ~ 6. Pokazali to bezblednie (lub odeslali do literatury)
J. Janowicz, P. Kaminski, T. Komorowski, J. Dryga,
a z usterkami W. Krzyzanski, S. Solecki,.M. Galecki.

Rys. 2 A

Zadanie 83 [Równoleglobok ABCD ma pole S, obliczyc pole
osmiokata KLMNPQRS (rys. 2)] (WT = 1,80). Duzo dobrych
rozwiazan, najczesciej przez pracowite rozpatrywanie licznych
proporcji (jak i w naszym rozwiazaniu). Znacznie zgrabniej
robia to P. Kaminski i A. Wyrwa (a dosc podobnie J. Mikuta
i G. Pacyna): EM i FK to srodkowe w trójkacie OEF, wiec pole
czworokata OKLMrówna sie 1/3 pola OEF, czyli 1/24 pola
ABCD; podobnie z czWorokatamiOMNP, OPQR, ORSK.

Za rok - kolejne omówienie i obszerna czolówka ligi.



Klub 44 Liga zadaniowa \Vydzialu Mat~matyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiegoi Redakcji Delty

Zadania z fizyki' nr 1, 2

Red~guje dr Andrzej NADOLNY

A
L

l. Znalezc opór miedzy punktamiA i B nieskoncZonej plaskiej sieci o kwadratowych oczkach _
jak na rysunku, zlozonej z jednakowych opornikówr = 100D, która zostala przerwana
miedzy tymi punktami.

2. Wyjasnic mechanizm powstawania dzwieku podczas wirowania trzymanej za jeden koniec
plastykowej, karbowanej rury (popularna zabawka - "grajaca rura"). Jak to sie dzieje, ze
w zaleznosci od predkosci wirowania uzyskiwane sa tony o róznej wysokosci?

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
oraz Redakcja miesiecznikaDelta organizuja konkurs - lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Liga ma charakter ciagly. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesiecznikuDelta, po 4
zadania w kazdym numerze: 2 z matematyki i 2 z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 6 i 7
kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byc kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przesylaniu
opracowanych rozwiazan RedakcjiDelty. Aby zostac uczestnikiem, wystarczy przeslac
rozwiazanie chocby jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania
zadan z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numerun nalezy nadsylac do konca miesiacan+ 2 (dodawanie
modulo 12, np. termin nadsylania rozwiazan zadan z nr 11/1985 uplywa 31 stycznia 1986).
W numerze n+4.podane sa szkicowe rozwiazania.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane na oddzielnym arkuszu papieru
i podpisane.- Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci - roku i uczelni. Rozwiazania
zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na
kopercie:
Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny byc samodzielne. Serie rozwiazan jednobrzmiacych nie beda brane pod
uwage·

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Przy
ocenie jest brana pod uwage nie tylko poprawnosc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomyslowosc metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudnosci ustalany po uplywie terminu nadsylania
rozwiazan. Wspólczynnik ten jest liczba pomiedzy1 a 4 ustalana wedlug nastepujacej zasady:
jezeli N oznacza liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego
numeru, w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), aS oznacza sume ocen uzyskanych
przez wszystkich uczestników za dane zadanie, wówczas otrzymuje ono wspólczynnik trudnosci
WT = 4-3S/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktów równa iloczynowi uzyskanej oceny przez wspólczynnik trudnosci(i zaokragleniem do
dwóch miejsc po przecinku).

11. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczególnych zadan (obliczone
wedlug podanej wyzej zasady) sa sumowane, oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwila
osiagniecia sumy 44 punktów w jednej z tych dziedzin uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 44.

12. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu brac
udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc 44 zostaje zaliczona na poczet
ponownego uczestnictwa w lidze.

13. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44.

14. Czolówka listy ligowej jest systematY~'ZI1ieoglaszana w miesiecznikuDe/ta.

15. Czlonkowie Klubu 44 beda zapraszani na spotkania Klubu 44, które beda organizowane
w Warszawie raz do roku.

16. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i moznosc zmian Regulaminu.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 III 1985
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Zadania z matematyki nr 103, 104

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

103. Wielokat foremny Wonieparzystej liczbie boków jest wpisany w okrag. a punktP jest
dowolnym punktem tego okregu. Dowiesc. ze mozna podzielic zbiór wierzcholków wielokataW
na dwa rozlaczne podzbioryA i B tak. by suma odleglosci punktuP od punktów zbioru A byla
równa sumie odleglosci punktuP od punktów zbioru B.

104. Wyznaczyc czesc calkowita liczby
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Zadanie 104 przyslal pan Marcin Mazur z Bialegostoku.

Rozwiazania zadan z numeru 9/1984

Przypominamy treSC zadan:

91. Laczac odcinkami srodki kolejnych boków danej lamanej zamknietej

otrzymujemy nowa lamana zamknieta. Powtarzajac te operacje dostajemy ciag

lamanych zamk,nietych. Oowiesc. ze ciag ich dlugosci dazy do zera.

92. Czy trzema kwadratami o boku 5 mozna pokryc kwadrat o boku2,,?

93. Kazda liczbex = mln E (0,1), m, n EN, mozna przedstawic jako sume

odwrotnosci co najwyzej n-I róznych liczb naturalnych.

91. Oznaczmy dana lamana przezLo. zas lamana otrzymana w n-tym kroku przezL•.

Wybierzmy dowolnie pewien punkt plaszczyznyO i oznaczmy przezc. sume kwadratów
odleglosci wierzcholków L. od O. a przezd. sume kwadratów dlugosci bokówL•. Ustalmy n.
Niech Pl, ...• Pmbeda kolejnymi wierzcholkami L. i niech Q, bedzie srodkiem odcinkaP,P'+1

i = 1•...• m; Pm+l = Pl' Punkty QI •...• Qmsa kolejnymi wierzcholkami L'+l. Zachodza

nastepujace równosci (kropki oznaczaja iloczyn skalarny wektorów):

P,N+I = P,P'+I' P,P'+1 = (OP'+I-OP,)' (OP'H-OP,) = Opf+l +OPf-20P,· OP'H.

2 l l 1'22
OQ, = OQ,' OQ, = -(OP,+OP'+I)'-(OP,+OPi+l) = -(OP, +OP'+1+20P,' OP'+I).224

Sumujac poi = 1•...• m dostajemy d.+4cn+1 = 2c.+2c •. Zatem C'+l = c.-d./4. ciag (c.) jest
malejacy. wiec zbiezny. Stad lilII,d. = lim(4cn+I-4c.) = O. co jest równowazne tezie zadania.

92. Mozna. Rysunek przedstawia metode pokrycia wiekszego kwadratu trzema mniejszymi.
Niech bok wiekszego kwadratn ma dlugoscx. a mniejszego 5. jak w zadaniu. Z podobienstwa
uwidocznionych na rysunku trójkatów prostokatnych oraz z twierdzenia Pitagorasa,
zastosowanego do jednego z nich, wynika uklad równan(5-z)/5 = (x-5)/x, 52+Z2 = x2•

majacy w liczbach dodatnichx rozwiazanie x = 5Y (1+ yS) /2 = 6,36 ... > 2n.

93. Okreslamy indukcyjnie dwa ciagi.(k,) oraz (x,)! przyjmujac kI = O. Xl = O,

k, = [i! (X-X'_l)]. x, = X'_l +ktli! dla i?!>2; nawiasy kwadratowe oznaczaja branie czesci
calkowitej. Tak wieck, ~ i! (X-X'_l) < k,+ 1, skad po prostym przeksztalceniu
i uwzglednieniu okresleniaX dostajemy

(1)

Mnozac (1) przezi+ l otrzymujemy nierównosc podwójna, której srodkowy czlon ma czesc
calkowita równa k'H' Stad O~ k'H < i+ 1 dla i?!>2, czyli O~ k, < i dla i?!>2 (-dlai = 2
banalne sprawdzenie). Z indukcyjnej definicji ciagu(x,) wynika. ze

k, ka k.x.=-+-+ ...+-.
2! 3! n!

Zatem dl~i = n srodkowy czlon nierównosci (1) jest liczba calkowita, a wobec tegox = x.
i wzór (2) przedstawia liczbex jako sumen-l skladników, z których pewne moga byc
zerami. Z oszacowaniak, < iwynika, ze niezerowe skladniki sa odwrotnosciami liczb
naturalnych, i to róznych. bowiem jesli
i < j. k; > O. kJ > O, to

!=44
kJ j 1 l k,- < - = ---- ~ - ~ -.
j! j! (j-l)! i! i!

Uwaga. Poczawszy odi= n ciag (x,) jest juz oczywiscie staly. Gdy natomiastx E (O, 1) jest
liczba niewymierna. opisana procedura daje przedstawieniex w postaci sumy szeregu
nieskonczonego E k,ji!, o sumach czesciowych postaci (2). Nierównosc (1) daje oszacowanie
szybkosci zbieznosci tego szeregu, a takze pozwala udowodnic jednoznacznosc doboru
liczników kl.
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