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Klasyczna transformacja Fouriera odgrywa zasadnicza role

we wspolczesnej matematyce, w szczegdlnosci w analizie
harmonicznej. Jak pisze prof. Maurin, zardwno w rachunkach,
jak i rozwaZaniach teoretycznych oddaje ona nieocenione uslugi,
a pewien wybitny matematyk stwierdzil: ,,ludzie wymyslili wiele
transformacji, ale transformacje Fouriera stworzyt Bog™
(matematyk ten jest ateista). Mlodsza siostra klasycznej
transformacji Fouriera jest dyskretna transformacja Fouriera,
ktéra odgrywa zasadnicza role we wspolczesnej informatyce.

Aby w mozliwie prosty sposob zdefiniowaé dyskretna
transformacje Fouriera, rozwazmy dowolny wektor

a = [ag, a1, ..., Gx-1], ktorego wspolrzedne sg liczbami
zespolonymi, przez P oznaczmy wielomian

P(2) = ag+ayz+ ... +a,-12"L.

Niech w bedzie pierwotnym pierwiastkiem n-tego stopnia

z jednosci, wowezas cigg w0, w?, ..., w"! okresla wszystkie
pierwiastki n-tego stopnia z jednoéci. Ot6z dyskretna
transformacja Fouriera jest to funkcja F, ktéra danemu
wektorowi a przyporzadkowuje wektor b = [bg, by, ..., bu_1]
o wspolrzednych okreslonych przez wartosci wielomianu P
w kolejnych punktach w®, ', ..., @"1, tzn,

b = F(a) = [P(0°), P(@"), ..., P(@"")].

Wiadomo, 2 [loczyn liczb zespolonych

wy = ry{cosa; +isinm) i wy =

= rqylcoseey + isinn,) danveh w postaci 1r

Wyt Wy =" slcos(my + 24} +

stopnia z 1| = cos 0+ i sin 0 bed

nep = dem, gdeie k jest liczba calkowit. Liceby =2, = cos

k=0, . n—133 wiec wrzystkimi pierwiastkami n-te azmy
= (o )F = w, taki pierwiastek, ktérego potegam ic inne pierwiastk|
niego stopnia » | nazywamy pi kiem pierwotavm

- .
Czyli wspoirzedne wektora b s3 postaci by = 3" ac(w*Y.
. £=0

Bardzo waing cecha klasycznej transformacji Fouriera jest to,
Ze transformacja odwrotna ma posta¢ bardzo zblizona do
transformacji zwyklej. Dyskretna transformacja Fouriera ma
podobna wlasno$¢. Mianowicie, latwo pokazaé, ze

Fi(a) = % [P(@=%), P(w™Y), ..., Pl@=®-1)],

Wystarczy wykazaé, te F~1(Fla)) = a. Omaczmy prrez ¢ (I k < ) k-ta

WEpH dna wektorn F-i(F(a Vowezas:

| & k

A wiye rzeczywidcie F-1(Fla))

Po co informatykom dyskretna transformacja Fouriera? O tym,
drodzy Czytelnicy, dowiecie si¢ w dalszej czgéci niniejszego

.artykulu, Na razie zajmiemy sie szybkim sposobem obliczania
takich transformacji.

Algorytm szybkiego obliczania dyskretnych transformacji

Fouriera w literaturze fachowej nosi skrétows nazwe FFT,

od angielskiego Fast Fourier Transform, Zal6zmy najpierw,

Ze n jest potega liczby 2 (takie zaloZenie w informatyce nie
zmniejsza ogblnosci zastosowan). Niech zatem n = 2™ dla
pewnego catkowitego m > 0. Zadanie nasze polega na
wyznaczeniu wartosci wielomianu P w n punktach ® 0!, ..., ®"!
(dla transformacji odwrotnej sa to te same punkty, ale w troche
innej kolejnosci, co tylko w nieznacznym stopniu modyfikuje
sposéb postgpowania).

Z twierdzenia Bezout wiemy, Ze dla dowolnego zespolonego 2’
warto$¢ P(z") rébwna sie reszcie z dzielenia P przez dwumian
(z—2'). No dobrze, ale zastanéwmy sig teraz, jak mozna obliczyé
warto$é wielomianu P w dwéch punktach z' i z”. iSci

mozna to zrobi¢ dla kazdego z = 2z’ i z = z” oddzielnie.

Moina takze podzieli¢ najpierw P przez wielomian (z—z7)-(z—z"),
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otrzymanag reszt¢ stopnia pierwszego az+ b podzieli¢ przez (z—z°)
otrzymujac P(z’), a nastepnie przez (z— z’*) otrzymujac P(z"”).
Takie dzielenie w ogélnym przypadku jest bardzo pracochlonne,
ale dla naszego zbioru punktoéw mozna postapi¢ jeszcze sprytnie;.
Poniewaz n = 2", zatem pierwiastki n-tego stopnia z jednosci
roztozg sig na okrggu jednostkowym symetrycznie (rys. 1),

25=f

23=VE ~1+1) 2, =Vgﬂ+r‘)=w

2q1
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2,= 5%{ 1-i)

Zg=-f Rys. 1

Zstg( ~1-i)

Pogrupujmy je parami tak, aby iloczyn (z—z’) - (z—=z") byt
zawsze wielomianem bez skladnika liniowego, czyli aby byl
postaci z*+a. Okazuje sig, Ze jest to mozliwe. Dla n = 8 takie

- pary moga by¢ nastepujace:

(z—20) (z—2z) = (z=1) (z+1) = (z2—1) = (z*—z,),
(z—23) (z—z6) = (z—i) (z+1) = (2 +1) = (2*—z),

(z—2,) (z—25) = z-%(lﬁ)) (z+12?1 (1+i)) =
= (#=i) = (2-2z), '

(z—2z3) (z—27) = (z— ?(—Hi)) (z+'—23(—-1+i)) =
= (22+1) = (z*—z¢).

Tak wigc, jezeli podzielimy wielomian P przez wielomiany
(z2—1), (z2+1), (z2~1), (z*+1i), a nastepnie otrzymane reszty
przez odpowiednie dwumiany (z—z;), to w ten sposob mozemy
obliczy¢ latwo wszystkie wartosci P(z), k = 0,1, ..., 7.

Zauwazmy jednak dalej, Ze dzielenie przez (2* —zy), (z*—2z,),
(2% —2;) i (22— z6) mozna wykona¢ rozumujac podobnie.
Mianowicie pogrupujmy parami te wielomiany tak, aby iloczyn
(z*—=2') - (z2—2z"") byl dwumianem postaci (z*+ a), co w dalszym
ciagu jest mozliwe:

(Z*—20) (*—2) = (2=1) (2 +1) = (2*—1) = (z*—20),
(@ —23) (22 ~z2¢) = (2 —i) (22 +i) = (#+]1) = (2*—z).

Iznowu dzielgc P przez (z* — zp) i (2*— z,) otrzymamy dwie
reszty stopnia trzeciego, ktore dzielac przez dwumiany (22— z,),

k =0,4,2, 6, dadza reszty stopnia pierwszego, a z tych reszt
moZna juz obliczyé P(z) dlak = 0, 1, ..., 7, w sposéb uprzednio
opisany. Calo$¢ tego postgpowania wygodnie jest przedstawié

w postaci drzewa (rys. 2).
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To jeszeze nie koniec ,,chwytow™ technicznych prowadzacych do
algorytmu FFT. Otoz dzielenie wielomianu P przez dwumiany
(z*—zp) i (z*—z,) jest bardzo proste. Wystarczy zauwazy¢, ze
reszta z dzielenia wielomianu

P(Z) = ao+dxz+ die +ag;_.1z”'1
przez dwumian (2—¢) jest postaci

™ r(2 = (@oteca)+(ai+ear)z+ ... +(@_y+can_y)z*1.



Faktycznie, stopien wielomianu r jest mniejszy niz k oraz
+ o=y Zl_l) (z"‘—-c)-{—r(z).

Mamy zatem reszte z dzielenia wielomianu P przez (z* — z,) postaci

P(Z) = (ﬂ'x+ax+12+ Vily

(ao+as)+ (@ +as)z+ (az+ag)z* +(as +an) 2°
oraz reszte z dzielenia wielomianu P przez (z* —z,) postaci
(ao—as) + (a1 —as)z+ (a2 —as) 2* + (az—a7) 2°.

Dzielenie tak otrzymanych reszt przez dwumiany (z*—z),

k =0, 4, 2, 6, wykonujemy podobnie, tzn. stosujgc wzor (*).
Ogélny schcmat postgpowania w przypadku n = 8 przedstawiony
jest ponizej, natomiast przyklad wykonania takich obliczen

dla konkretnego wielomianu w diugiej tabelce.

3 1 2 i 2 1 | 1
3 2 3 2 1 0 1 0
8 4 2 0 I+i 0 1-i 0
12 4 2 2 1+i 1+i 1-i 1-i

F([3,1,2,1,2,1, 1,11 = (12, 1+i§,2,1—i,4, 1 +i,2, 1]

wektorow Fla) i F(b), ale iloczynem ,,po wspoirzedny:

(tzn. wynik nie jest skalarem, ale wektorem o wspotrzednych
bedacych iloczynami odpowiednich wspoirzednych wektorow
F(a) i F(b)). Aby wyznaczy¢ splot a=b, obliczamy najpierw
F(a) i F(b), nastgpnie mnozymy te wektory ,,po wspotrzednych™
i wreszeie wyznaczamy transformacie odwrotna F~1(F(a) F(b)).
Pierwsze dwie i ostatnia operacja maja koszt rzgdu nlog(a),

a mnozenie ,,po wspolrzednych” ma koszt rzgdu n operacji
arytmetycznych.

Na zakoficzenie naszego spotkania z szybka transformacja
Fouriera podam jeszcze kilka waznych faktow dotyczacych samej
transformacji, jak 1 jej zastosowan.

Niektorzy Czytelniey moga mieé watphwoﬁm czy istnieje fatwy
sposob znajdowania tej cudownej permutacn poczatkowej
ciagu zp, Zi, ..., Zn—1 (patrz dolny wiersz w rys. 2). Jest to
permutacja rzeczywiscie cudowna, albowiem na kazdym ptqtrzz
drzewa mamy do czynienia tylko z dwumianami postaci z*—¢,
gdzie c jest pewnym pierwiastkiem n-tego stopnia z jednosci.
Ot6z istnieje latwy sposéb wyznaczania tej permutacii.
Mianowicie, niech n = 2™ i rozwazmy dowolng liczbe k, 0 < k <
< n., Taka liczbg mozna przedstawi¢ w uktadzie dwojkowym
jako boby ... bu—y (by = 0 lub 1). Niech teraz rev(k) bedzie
liczba z tego samego przedziatu, o reprezentacji dwojkowej

.wspiltezynniki wielomianu P

ap ay az a3

ay as as a;

wspolczynniki wielomianu Py,

by = ag+ay by = ay+as by = a;+ag by = as+a;

wspéblczynniki wielomianu Pyy

bs = ap—as . bs=a—as bg = ay—as by =ay—a-

Wspdtczynniki wielomianu Pyy Wspédlczynniki wielomianu Pjy

Wspdlezynniki wielomianu P,3 Wspélczynniki wielomianu Pay

co = bo+ba cy = by+bs 3= bo—by ca=b—-by €y = by+ibg cs = bs+iby s = by—ibs ey = bs—iby
P(z,) P(zs) P(z3) P(zq)
P(z0) P(zy) P(z3) P(z6) dy=cot dg = c4— dg = cs+ d7= ca—
do= co+¢ dy = cp—c dy = ¢z +ic ds = e3—ic
Vel - e et +i?"—n+i)c, --'/zi(nnc, +in-(—l+i)c-, _fz.z—(—wnn

Ile operacji arytmetycznych na liczbach zespolonych trzeba
wykona¢ w celu obliczenia F(a) stosujac algorytm FFT?
Zauwazmy, 7ze dla n = 2™ musimy wyznaczy¢ m kolejnych

wierszy reprezentujacych wspolczynniki odpowiednich reszt.
Latwo sprawdzi¢, ze wyznaczenie takiego wiersza z poprzedniego
wymaga n dodawan i n mnozZen. Zatem w sumie trzeba wykonaé
2-2™m = 2- n- log(n) operacji arytmetycznych na liczbach
zespolonych. Jest to kluczowa wiasnos¢ tego algorytmu.
Mianowicie wyznaczenie F(a) za pomoca algorytmu FFT wymaga
wykonania tylko rzedu nlog(n) operacji arytmetycznych, podczas
gdy algorytmy tradycyjne wyznaczajace dyskretng transformacje
Fouriera wymagaja wykonania rzgdu #? operacji arytmetycznych.
Wréémy teraz do pytania, po co w ogodle cheemy wyznaczac
dyskretne transformacje Fouriera. Ot6Z pomocne sa one niezwykle
w obliczaniu splotu wektorow. Céz to jest splot wektorow?
Znacie zapewne tg operacje, jakkolwiek by¢ moze sam termin

jest Wam nieznany. Niech P i Q bgda dwoma wielomianami
stopnia n—1:

P(z) = aotarz+ ... +@n-12""t, Q2) = bo+biz+ ... +ba "N
Mnozac te wielomiany otrzymamy wiclomian stopnia 2n—2
P(2)Q(2) = co+erz+ ...

cop = apby, ¢y = ﬂ';}bl-i‘a;bn,

+Egn-28*2, gdzie
s €an-2 = Gn-1bu_1.

Otoz wektor ¢ = [cg, €1, ..., C2n—2] Nazywamy splotem wektoréw
a = [ag,ay,...,ay-1), b = [bo, by, ..., bu-1], cO oznacza si¢
najczgsciej nastgpujaco: ¢ = a»b.

Gdyby$my cheieli wyznaczy¢ splot axb wprost z definicji,

to musieliby$my wykona¢ okolo 2n* operacji arytmetycznych,

co kazdy z Was moze latwo sprawdzi¢. W celu wyznaczenia

splotu mo#na posluzy¢ sie dyskretna transformacja Fouriera.
Rozszerzmy mianowicie wektory a i & dolaczajgc do nich =
wspolrzednych o warto$ciach 0, tj. @ = [ap, @1y ooy Gne1, 0, .4, 0],
b= [bo,byry....bny,0, ..., 0. Splot ash moze miet tez 2n '
wspolrzednych, jezeli ostatnia ustalimy jako 0. Zachodzi wowczas
bardzo wazne twierdzenie o splocie:

F(a+b) = F(a) F(b),
gdzie iloczyn po prawej stronie nie jest iloczynem skalarnym

odwrotnej, tzn. by—1 ... by bo. Permutacja przyporzadkowujaca
liczbie k liczbe rev(k) jest szukang permutacjg. Dla n = 8 mamy
permutacje (000), (100), (010), (110), (001), (101), (011), (111),
a wiec 0,4, 2, 6,1, 5, 3, 7 dziesigtnie. Pozostawiamy
Czytelnikowi sprawdzenie, Ze permutacja rev ma zadane
wiasnoéci.

Twierdzenie o splocie mozna zmtcrpretcwaé w nastepujacy

sposob. Mamy dane dwa w1elom1any PiQ. Wyznaczamy ich
wartosci w 2n punktach 0, !, ..., ®*"~! (tu oczywiicie @ jest
pierwiastkiem stopnia 2n), 00 odpowiada wyznaczeniu F(a)

i F(b). Nastgpnie mnozymy parami ich wartoéci w tych punk
(F(a) - F(b)). Ostatecznie majac takie 2n wartosci szukamy
wielomianu stopnia co najwyzej 231-— 1, ktoéry w tych punktach
przyjmuje wyznaczone wartosci F~* (F(a) - F(b)). Poniewaz

istnieje dckladrue tylko jeden wielomian o tej wlasnoéci, ktéry

w punktach w®, o, ..., ®*"~! przyjmuje wartosci P(0")O(") dia
i=0,..,2n— 1, zatem musi to byé iloczyn wielomianow P(z)Q(z).
A wiec uzyta przez nas do pomnozenia dwoch wielomianow liczba
dzialan jest rzedu n- logn, podczas gdy przy ,,normalnym”
mnozZeniu jest ona rzedu n®.

Kilka stéw o zastosowaniach szybkiej transformacii Fouriera.
Autorzy podstawowego podrecznika ze zlozonosSci obliczeniowej
A. Aho, J. Hopcroft, J. Ullman (Projektowanie i analiza algorytmow
komputerowych, PWN, 1983) pisza, ze transformacja ta jest

w informatyce wszechobecna. Jest to niewatpliwie prawda.
Pokazaliémy, jak ja stosowaé do obliczania splotow wektoréw

i iloczynu wielomianow. Wigkszos¢ operacji na wielomianach
wykonuje sie za pomoca tej transformacji. Stosuje si¢ ja takie
dia arytmetyki wieloprecyzyinej (gdy liczby trzeba reprezentowac
w komputerze za pomoca bardzo diugiego ciagu bitow), Wiele
zadan numerycznych rozwiazuje sie za pomocq tej transformaciji,
na przyklad niektore zadania prowadzace od ukladéw rownan
rozniczkowych czastkowych do uktaddw réwnan liniowych. Czy
Fourier mog! przewidzied, ze jego transformacja znajdzie
zastosowanie w tomografii komputerowej? Ale nasi Czytelnicy
po przeczytaniu niniejszego artykulu beda juz wiedziec, ze
tomografia komputerowa (nagrodzona zreszta Noblem

w dziedzinie medycyny), ktora pozwala w niestychanie
precyzyjny a jednocze$nie prawie nieszkodliwy sposob dokonac
wewnetrznej obserwacji pacjenta, tez korzysta z algorytmu FFT.



