ROZPOCZNIJ CZYTANIE OD SZESNASTEJ STRONY

Twierdzenie Hadwigera wynika z lematu

Lemat. Jedli wicloScian W daje sig rozlozy¢ na wielosciany
Wi, ..., Wy, M jest zbiorem zawierajgcym liczbg r i wszystkie
katy dwuscienne wieloscianow W, W, ..., W,; f jest taka
addytywna funkcig okreslong na M, ze f(n) = 0, to

*) FW) = (W) + ... +f(Wo).

Na krawedziach wieloScianu W oraz wielodcianow Wy, ..., W,
zaznaczmy wszystkie wierzcholki tych wieloSciandw oraz punkty,
w ktorych przecinajg sig krawedzie (rys. 8). Kazda krawedz
zostanie podzielona na drobniejsze odcinki. Nazwijmy je
ogniwami. Tak wiec kazda krawedz kazdego z wieloscianow
sklada sie z jednego lub wiecej ogniw. Dla ogniwa zawartego

w krawedzi wieloscianu W okreslamy jego wzorem m -+ f(x),
gdzie m jest dlugoscia ogniwa i « wielkoscig kita dwusciennego
(wieloscianu W) przy krawedzi zawierajacej to ogniwo. Podobnie
okredlamy wagi ogniw w wieloscianach Wy, ..., W,.

Latwo zauwazyé, ze suma wag (w wieloscianie W) wszystkich
ogniw lezacych na krawedziach W jest rébwna niezmiennikowi
Dehna f(W). Istotnie, jesli np. krawedz wieloScianu W

o dlugosci /, sklada si¢ z ogniw o diugosciach m,, mz, ms

(rys. 8), a kat dwuscienny (wielocianu W) przy niej jest rowny
y, to 1y f(ey) = my fleey)+ ma foea) + ms f(a3).

Podobnie dla innych krawgdzi. Sumujgc otrzymujemy zgdana
rownos$é. Analogicznie niezmiennik Dehna wieloscianu W jest
rowny sumie wag (w W) ogniw lezgcych na jego krawedziach.

Tak wiec dla obliczenia prawej strony (*) trzeba zsumowac wagi
wszystkich ogniw we wszystkich wieloécianach W,, ..., W,. 3
Obliczmy, z jakim wspdiczynnikiem wchodzi do-tej sumy

dlugos¢ m pewnego ogniwa .

Oznaczmy przez y,, ..., ¥» katy dwuscienne (przy w) tych

z wiclocianow W, ... W,, w ktorych krawedzi zawarte jest
ogniwo w. Dla wygody zalézmy, Ze sa to wielosciany W, , ..., W..
Oczywiscie suma wag ogniwa w w wielofcianach W,, ..., W, jest
rowna

) mf(y) + .. + mf(y) = m(f(p) + ... + 7))

1° Moze si¢ zdarzy¢, ze ogniwo m jest zawarté we wnetrzu
wielo$cianu W (nie biorac pod uwage konicow w). Jesli kazdy

z wielo$cianow W,, ..., W, zawierajacy ogniwo w zawiera je

w pewnej krawedzi, to suma katow y, tworzy kat pelny (rys. 9)
i 714 o +y—2n=0.

Funkgja f jest addytywna, wigc /(1) + ... + f(3) = 2f(7) = 0.
Jedli jeden z wieloScianow W, .y, ..., W, zawiera w we wngtrzu
pewnej Sciany, to (rys. 10)

Yit ot =n i )+ ... +f(p) =f(7) = 0.

(Jesli dwa wicloéciany zawieraja w we wnetrzach scian, to @
nie moze by¢ ogniwem).

Zauwaimy, 2 —

2° Ogniwo ® moze leze¢ na $cianie W (ale nie krawedzi).
Witedy (rys. 11) :

Yit e d=m 1 f)+ ... +f(ys) = 0.
Zarowno w przypadku 1°, jak i 2° (**) jest rowne zeru.

'3° Jeéli nie zachodzi zaden z poprzednich przypadkow, to

ogniwo o lezy na krawedzi W. Teraz y,+ ... +7%, jest rOwne

-albo «, albo n— o, gdzie « jest odpowiednim katem dwusciennym

W (rys. 12). W obu przypadkach f(y,)+ ... +/(:) = f(=)

i (**) jest rOwne wadze ogniwa @ w wieloScianie W. Tak wigc
suma po prawej stronie rowna jest niezmiennikowi Dehna
wielo$cianu W,

Musimy jeszcze wiedzie¢, ze funkcje addytywng na zbiorze
skonczonym mozna tak rozszerzy¢ do wiekszego zbioru
skonczonego, by byla nadal addytywna. Oczywiscie wystarczy
wiedzie¢, jak rozszerzac na zbior, ktory ma jeden element wiecej.
Przypusémy, ze funkcja f jest addytywna na zbiorze M ia ¢ M.
Jesli dla zadnej roznej od zera liczby calkowitej k oraz dla
zadnych a,, ...,an, e Miky, ..., k. € Z nie zachodzi

(t.-] ka = k[ﬂ[‘i‘ S S

to mozemy jako f(a) wzia¢ dowolng liczbe rzeczywisty. Jesli
natomiast (,*,) zachodzi, to okreslamy

I .
fla) = I(ksf(asn ceo +knf(an)).

Liczba f (a) jest dobrze okreslona. Jesh .

la=Ld+ ... +lubew (L ly, coyln€Z; by, ..., bueM, [£0),to
k(libi+ ... +imbm) = l(k1a:1 + ... +kaan),

wige k(1 f(b)+ ... +Inf(bn)) = Ik f(a))+ ... +kof(an),

gdyz funkcja [ jest addytywna na M. Zatem

1 1
% &f@)t ... tkaf(@)) = — (bf(01)+ ... +lnf(ba))-

A oto dowod twierdzenia. Przypusémy, ze W daje sie rozlozyé¢ na
Wy, ..., Wa, VFna ¥V,, ..., V, oraz wielociany
WiV, (j=1, ..., n) sa przystajace. Funkcje addytywna f
na zbiorze M (patrz sformulowanie twierdzenia) rozszerzamy
do funkeji addytywnej f* okreslonej na zbiorze M* zawierajacym
zbior M i wielkosdcei wszystkich katow dwusciennych
wielofcianéw W, , ..., W, (a wieci ¥y, ..., V,). Z lematu

(W) = W) = [*(W)+ ... +[*(Wa),

fV) =f*V) = A+ ... +f*(Va),
ale oczywiscie [*(V) = [*(W)), tak wigc

J(W) = f(V).
J. R

(Na podstawie ksiazki W. G. Boltianskiego ,, Trzeci problem

Hilberta™)
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Rozwiazanie zadania M 18]. Zauwaimy, &=
tamana POQ dzieli wielokat ne dwa wielokaty

Rozwigzsoie zadania M 382. Omaczmy o 0rs0 =
oraz - =
X4 y= g, 2
(x4 302 4 3 +3 s34 g Tak wige kazda liczba naturalna n nalezy do
Mamy n = s = — 4 X, S oy L
2 2 dokladnie jednego z przedzialéw dombknietych

awarunki 0 < x, 0 5 y, x, y calkowite 45 gty :

. 3 — 4 ——=—— +§|. WYINRCzajgc w ten
moiemy zapisaé w formie x, & cathownte, z 2 |
0= x < y. Wynika sigd, 2z dla ustalonego sposdb s(n), a jejgnicjsce w tym przedxinf

s34y $2 4 5 wyznacza xin). Wystarczy teraz polozvé

nxel{ldl, . ...s}line - +

A=y

B
Fal -,l

T+

+1,

y(n) = s{m)— x(n), by uzyskaé pare (x, »)

wka, e n = ————— = |

o rownych polach, (Aby si¢ o tvmn przekonad,
wystarczy polgczyé O z wierzcholkami tych
wielokgtow | zauwazyé, e w ten sposob
podziehlismy je na trojkaty o wysokoser
rownej promieniowi okregu wpi

nego).
Poniewai jednak, zgodnie 2 zhlokenlem,
prosta PQ polowi pole naszego wiclokgia,
trojkat POQ musi mied pole rowne 0, a wige
O lezy na prostej PQ.



Trzeci problem Hilberta

1
W szkole wzoru na objetos¢ czworoscianu C (? - pole podstawy - wysokoéé) uczono mnie tak:

dzielono pewien graniastostup o tej samej podstawie i wysokoéci co czworoscian C na takie

trzy czworosciany C,, Cz, C; (rys. 4), ze C, i C;, a takze C; i C; mialy takie same podstawy

i wysokoéci, a ponadto C; byl przystajgcy do C. Tak wiec objetosé C byla trzy razy mniejsza od
objetosci graniastostupa.

Ale skad wiadomo, ze czworosciany o takich samych podstawach i wysokosciach majg rowne
objgtosci?

W plaskim przypadku latwo podzieli¢ trojkat na dwa trojkaty i trapez tak, aby dat si¢ z nich
zlozy¢ prostokat (rys. 1) o tej samej podstawie i dwa razy krotszej wysokosci. Tak wiec dwa
trojkaty o rownych podstawach i rownych wysokosciach maja rowne pola. Co wiecej, mozna
pokazad, ze jesli dwa prostokaty maja rowne pola (iloczyny bokdw), to jeden z nich daje si¢
podzieli¢ na skoficzong liczbe wielokatow, z ktorych da sig zlozy¢ drugi (rys. 2 3).

Moze to samo uda sig z czworoscianami? Nazwijmy rownowaznymi przez podzial (w skrocie
rpp) dwa wielosciany, z ktdrych pierwszy da sig tak podzieli¢ na skoficzona liczbe wieloscianow,
by z otrzymanych kawalkéw mozna bylo zlozy¢ drugi. Czy kazde dwa czworo$ciany o rownych
podstawach i rownych wysokodciach sa rpp? Pytanie powyzsze nazywane jest frzecim problenem
Hilberta. Negatywng odpowiedZ podal w roku 1900 M. Dehn. Autorem innego — prostszego —
dowodu jest H. Hadwiger (1954 r.). Tak wigc, aby uzupeini¢ dowéd podany na poczatku artykulu,
trzeba korzystac z przejScia granicznego (rys. 5), jak np. uzasadnia si¢ regule Cavalieriego.
Pokazemy, ze ,,z1g", tzn, nie rpp, parj czworoscianow sg czworosciany H, i H, (rys. 6).
Zauwazmy, Ze relacja rpp jest relacja rownowaznosci. Latwo pokazaé (rys. 7), iz H, jest rpp

z graniastostupem o podstawie trojkatnej. Przeksztalcajge podstawg tego graniastostupa

w prostokat (tak jak na rys. 1) stwierdzamy, Ze H, jest rpp z pewnym prostopadioscianem.
Kazde dwa prostopadlosciany o rownych objetosciach sq rpp (wystarczy dwukrotnie zastosowad
dla ich podstaw podzial z rys. 2 i 3). Tak wigc ostatecznie H, jest rpp z pewnym szescianem.
Pokazemy, ze H, nie jest rpp z zadnym sze$cianem (nawet o réwnej mu objetosci). Znajdziemy
mianowicie pewien niezmiennik roOwnowaznosci przez podziat (czyli ,,cos”, co jest takie samo
dla wieloscianow rownowaznych przez podzial), ktory jest rozny dia H, i szeScianu.

Funkcje rzeczywistg f okre$long na podzbiorze M liczb rzeczywistych nazywamy addytywng,
jesli dla kazdych a,, ...,an€ M ik,, ..., kn € Z (Z oznacza zbior liczb catkowitych) spelniajacych
warunek k,a;+ ... +kaa, = 0 mamy k,f(a;)+ ... +k.f(as) = 0.

Niech W bedzie wieloscianem, M zbiorem liczb rzeczywistych zawierajacym wartodci o, ..., &,
wszystkich katéw dwusciennych W (w radianach), /,, ..., {, dlugo$ciami odpowiednich krawedzi,
a f funkcja addytywng na M. Liczbe =

SW) = Lfla)+ ... +1/(x)
nazywamy niezmiennikiem Dehna wieloscianu W.
Twierdzenie (Hadwiger). Niech o, ..., o, beda katami dwusciennymi wieloscianu W, a fi,, ..

katami wieloscianu V. Jesli istnieje taka funkcja addytywna na zbiorze M zawierajacym
My Ay ey Bpy By oo, oy 2Ze (W) # f(V), to Wi V pie sa rownowazne przez podzial.

*3 ﬁ‘

Jako wniosek z twierdzenia otrzymujemy, ze H, i zaden sze$cian nie sa rpp. Katami dwusciennymi

H, sa % i o (rys. 6). Oczywiscie, cos o = ’—i Z rownosci tej wynika, iz % nie jest liczbg
E ¥

wymierng (dowod w numerze). Na zbiorze M = {n, g, a;} okres$lamy funkcje f

f(%) = f(n) = 0, f(z) = 1. Funkcja fjest addytywna, gdyZ jesli elementy zbioru M

4 o
speiniajg warunek k, -2—+k;n+ kax=0,10 ks=0 (inaczej = =

2k, + k2
ks

ik,f(—g-) +kaf(m)+ k3 f(x) = 0.

Obliczmy f (H,) i f(Q) (Q — szeécian o krawedzi /).
f(H,) = 31(;) +3Y21() = 3Y2.

Q) = IZII(%) =0

Tak wiec dla kazdego szescianu Q : f(Q) # f(H,) i, na podstawie twierdzenia, Q i H; (czyli
rowniez H, i H,) nie sa rownowazne przez podzial.
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Rys. 1. Bok AB jest najdluiszym bokiem
trojkgta ABC (wiedy spodek wysokosci
spuszczonej z C lezy wewnatrz odeinka 4 8),

Trojkaty 11 1" oraz 2 i 2' sg przystajace,
£ g
G ! e D
{
A 8 =
% . AF
Rys. 2. AF- AB = AG- AC, czyli =
AC
AG

= S5 - Tak wiee BG || CF i, podobnie,

DE|| BG. Tréjkaty GHF i BCI 53 zatem
przystajgee (GF = BI)— podobnie tréjkaty
EFI i DHC. Jedli odeinek FC przecina
odeinek GK (tzn. jesli 2+ AB > AC), to
podzial jest zakoficzony (ACDG = AGHIB U
w DHC «w BCI : ABEF = AGHIB v EFI v
w GHF). Jeili 2- AB = AC, to zamiast
prostokgta 4 BEF rozpatrujemy réwnowainy
przez podzial prostokgt A" B' E' F', dla
ktorego 2- A'B’ > AC (rys. 3).

Oznaczmy: § — pole powierzchni podstawy
czworoscianu A BCD, h — jego wysokosé.
Obliczamy sume objgtosci n (podobnych)

1 % , ktérych
va Zawiera cz i
ABCD (na rys, 3 n = 5). Graniastoshup

k-ty od gbry ma pole podstawy (%): - 8.
Tak wiec szukana suma objgtosci jest réwna

W O Wy

Jiug

—1-3- ch-8§- (124224 .
n
(n+1}(2n+1)
e
czyli objgtodé czworodcianu nie jest wigksza
niz

4n3) =

8- h,

(n+1)(2n+1) -S-k:%s-h.

ﬂlj.mm 6n2
Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie
dla graniastostupdéw zawartych w

Scianie otr y ¥ nieréwnosé
przeciwng. Tak wiec objetodé czworodcianu

ABCD musi byé réwna % S-h.

Rys.3






