
.. , obu za slowo lija.lem.

Iz beda strzelali sie przez niedzwiedzia· skóre.

Szlachta w krzyk: "To smierc pewna! prawie
fura w rurell ~

A ja w smiech, bo mnie uczyl mój przyjaciel
Maro,

Ze skóra zwierza nie jest ladajaka miara

Wszak wiecie Wacpanowie, jak królowa Dydo

Przeplynela do Libów i tam z wielka bieda

Wytargowala sobie taki ziemi kawal,
Któryhy sie wolowa skóra nakryc dawal;

Na tym kawalku ziemi stanela Kartago!

Wiec ja to sobie w nocy rozbieram z uwaga.
"Ledwie dnialo, juz z jednej strony taradejka

Jedzie Doweyko, z drugiej na koniu Domeyko.

Patrza, az tu przez rzeke lezy most kosmaty,

Pas ze skóry niedzwiedziej, porznietej na
szmaty.

Postawilem Doweyke na zwierza ogonie

Z jednej strony, Domeyke zas po drugiejI stronie.

"Pukajcie teraz, r...zeklem,choc przez cale
zycie,

Lecz póty was nie spuszcze, az sie pogodzicie".
Oni w zlosc; a tu szlachta kladnie sie na

ziemi

Od smiechu, ...

Adam Mickiewicz, Pan Tadeusz,

ksiega IV - Dyplomatyka i lo wy,ww. 974-
-994

o koniecznosci 'uzasadnienia tego
, ,oczywistego" faktu swiadczy rozwiazanie

zadania przypominajacego zagadnienie
izoperymetryczne:
Wsród wszystkich figur wypuklych

o obwodzie mniejszym odL > O znaJezc

figure o naj mniejszym polu.
Niech. > O bedzie dowolnie mala liczba

rzeczywista. Dla kazdej figury wypuklej
o obwodzie Li = L- e mozna znalezc

figure wypukla podobna do wyjsciowej

o obwodzie L. = L-!... > L" której pole2

jest wieksze od pola figury poprzedniej.
Zatem tak postawione zagadnienie nie ma

rozwiazania ...

Termin izoperymetryczny jest pochodzenia

greckiego - od slów isos' (jednakowo)
i p""imetro (mierze dookola). Wprowadwny

zostal przez greclciego filowfa Synezjusza.
Wspólczesnie wyraz ten jest synonimem
stwierdzenia .,przy ustalonym obwodzie".

M

o

Rys. J /'

Mitologia i twierdzenie izoperyn1etryczne

Mgr Jaroslaw GÓRNICKI

Przeniesmy sie na chwile w swiat mitologii. Okolo roku 814 p.n.e. Dydona - córka królewska,
ratujac swoje zycie ucieka z fenickiego miasta Tyru do Afryki (nie zapominajac zabrac
kosztownosci). Tam na pólnocnym brzegu Afryki od Jarba - króla Numidii - kupuje -"tyte
ziemi, ile mozna opasac skóra zdjeta z wolu". Ku zdumieniu Jarba tnie skóre wolu na waskie
paski i opasuje nimi obszar ziemi w ksztalcie pólkola przyleglego do brzegu morskiego.
W miejscu tym za.1dada miasto Kartagine. Tyle mitologia. Powstaje pytanie: czy Dydona
wybierajac takie rozwiazanie zagarnela mozliwie najwiekszy obszar? (Dla uproszczenia
przyjmijmy brzeg morski za linie prosta).

Zasadniczym etapem naszych rozwazan bedzie rozwiazanie tzw. problemu izoperymetrycznego:
która wsród wszystkich figur plaskich o danym obwodzie ma najwieksze pole powierzchni?
Proste jest stwierdzenie: figura bedaca rozwiazaniem problemu izoperymetrycznego jest wypukla.
Po tej uwadze problem izoperymetryczny formulujemy tak: wsród wszystkich figur wypuklych
o danym obwodzie znalezc te, która ma najwieksze pole powierzchni.

Odpowiedz - kolo - znana byla juz w starozytnej Grecji (Archimedes i Zenodorus),
a prawdopodobnie wczesniej w Babilonii. Jednak historia swiadczy, ze matematyk szwajcarski
Jakub BernouIli w roku 1697 jako pierwszy rozwiazal ten problem i to w ogólniejszym
przypadku. W ponad sto Jat pÓzniej geometra szwajcarski Jakub Steiner podal az piet róznych'
rozwiazan. Podobnie jak jego wielki poprzednik popelnil on jednak pewna niescislosc
przyjmujac za oczywisty fakt istnienie figury o najwiekszym polu powierzchni (w zbiorze figur
o ustalonym obwodzie). Uzupelnienie dowodu we wskazanym kierunku podal w 1882 r. F. Edler.

Dowód tego, iz rozwiazaniem problemu izoperymetrycznego jest kolo, rozbijemy na dwa etapy.
Najpierw korzystajac z twierdzen o ciagach figur wypuklych (patrz np.I. M. Jaglom
iW. G. Boltianski "Figury wypukle") udowodnimy,ze w zbiorze figur wypuklych o ustalonym
obwodzie istnieje figura o najwiekszym polu. Nastepnie wiedzac juz o istnieniu takiej figury
pokazemy, ze musi nia byc kolo.

Rozwazmy rodzine$> wszystkich figur wypuklych o obwodzieL zawartych w ustalonym kole
o promieniu L (kazda figure wypukla o obwodzieL mozemy tak przesunac, by znalazla sie
w tym kole). Niech P bedzie zbiorem liczb - pól powierzchni figur z rodziny:F.

P = {p(tP) : tP E $>},

gdziep (C/J) oznacza pole figury C/J.ZbiórP jest oczywiscie ograniczony z góry (np. przez'JtL2).

Oznaczmy przezM kres górny zbioruP. Mamy znalei,C figure·C/JE $> o polu równym M.
, 1

Wybierzmy figury C/Jn E $> o polach p(C/Jn) ;;;. M- -.
n

Zachodzi

Twierdzenie. Z ciagu krzywych ograniczajacych figury wypukle i zawartych w ustalonym kole
mozna wybrac podciag zbiezny. Granica jest punktem, odcinkiem lub ogranicza obszar wypukly.
Dlugosc krzywej granicznej jest granica dlugosci krzywych, a pole figury przez nia ograniczanej
jest granica pól odpowiednich figur.

Z. naszego ciaguC/Jn wybieramy podciag zbiezny do pewnej figurytPo. Obwód tej figury jest równy
L, a pole M.
Tak wiec kazda (niekoniecznie wypukla) figura o obwodzieL ma pole nie wieksze od figury C/Jo.
Pokazemy teraz, ze figura C/Jomusi byc kolem. Dowód rozbijemy na kilka lematów.

Lemat l. Kazda cieciwa polowiaca obwód figury C/Jopolowi jej pole.

Zalózmy, ze krzywaANBMA ogranicza figure C/Joi ze cieciwaAB (rys. l) dzieli te krzywa na
dwie c~sci o jednakowej dlugosci. Jezeli powierzchniaP ograniczona krzywaAMBA jest
wieksz~ od powierzchniSograniczonej konturemABNA, to wówczas zastepujac krzywaANB

przez krzywa AOB symetryczna do krzywejAMB wzgledem cieciwyAB otrzymujemy nowa
figure AMBOA o obwodzie L, lecz o polu powierzchni wiekszym odM (bo 2P > P+S = M), co
jest sprzeczne z zalozeniem. Zatem musi bycP = S.

Lemat 2_ Sposród wszystkich trójkatów o danych dwóch bokach najwieksza powierzchnie ma

trójkat, w którym boki te sa prostopadle;

l
Lemat wynika ze wzoru na pole powierzchni trójkataM(y) = -' a' b' sin y, gdzieO < Y < 'Jt2..
jest miara lukowa kata zawartego miedzy bokamia i b.
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Lemat 3. Kazda cieciwa polowiaca obwód figury110 jest widziana z kazdego punktu lezacego na
brzegu (róznego od konców cieciwy) pod katem prostym.

Zalózmy, zeAB jest cieciwa figury ([>0 (ograniczonej krzywaAECBD - rys. 2), która polowi jej
obwód i która widac z punktu'C (nalezacego do brzegu) pod katem róznym od prostego.
Zbudujmy taki trójkat prostokatny A' B' C', ze AC= A' C' i BC = B' C', C' jest wierzcholkiem

kata prostego (rys. 3). PunktyA' i C' oraz B' i C' laczymy odpowiednio krzywymi przystajacymi
do krzywych AC i Bf$.. Z lematu 2 pole powierzchni trójkataA' B' C' jest wieksze Qd pola
powierzchni trójkata ABC, wobec czego pole powie~zchni figury ograniczonej konturem
A' B' Ct A' jest wieksze od pola powierzchni ograniczonej konturemABCEA. Jezeli teraz do figury
A' B' C' A' dodamy figure symetryczna wzgledemA' B', to otrzymamy figureA' C' B' D' A'
o tym samym obwodzie co figura wyjsciowa, ale o wiekszej powierzchni, co jest sprzeczne
z zalozeniem o([>0,

Z lematu 3 wynika, ze brzeg figury([>0 jest miejscem geometrycznym punktów, z których widac
dany odcinek (cieciwe polowiaca obwód([>0) pod katem prostym, a wiec, ze figura([>0 jest kolem

L
o promieniu r = --o

2n

Rozwia~anie'problemu izoperymetrycznego na plaszczyznie daje nam odpowiedz na pytanie
I postawione we wstepie. Wezmy pod uwage pólkole o luku dlugosciL i dowolna figure V

ograniczona odcinkiem prostej i lukiem o dlugosciL (rys. 4). Przeksztalcmy te figury przez
symetrie wzgledem prostoliniowych odcinków, które je ograniczaja. Otrzymujemy wówczas
kolo K i figure V', której pole powierzchni jest dwa razy wieksze od pola powierzchni figuryV.
Figury K i V' sa izoperymetryczne, a wiec na pod~tawie wykazanego twierdzenia pole
powierzchni figury V' jest mniejsze niz pole powierzchni kolaK, a zatem i pole powierzchni
figury V jest mniejsze od,pola powierzchni pólkola.

Na zakonczenie uwaga. Proble,m izoperymetryczny mozna równiez postawic w przestrzeni
trójwymiarowej: wsród wszystkich bryl ograniczonych powierzchniami o ustalonym poluT

znalezc bryle o najwiekszej objetosci. Jego rozwiazanie -.kula o promieniuR = ~...•/ T - podal. 2 V n
w 1890 roku matematyk niemiecki Hermann Schwarz (1843-1921).

Prosta potegowa

Zbiór punktów majacych taka sama potege wzgledem dwóch okregów tworzy prosta, która
nazywamy potegowa, lub jest pusty.
Oto dowód: I
Oznaczmy promienie okregów przezrl, r2 i odleglosc ich srodków Ol iO2 przezp. Wykazemy,
ze rzut prostokatny P' dowolnego punktu P o jednakowych potegach wzgledem obu okregów na
Ol O2 nie zalezy od wyboru punktuP. To \\" '<qrczy (prawda?). Oznaczmy jeszcze odleglosciP
od Ol i O2 przez dl i d2•

Mamy wiec

d;-d = di-ri.

Obliczmy na dwa sposoby odlegloscPP':

d;-(01P')2 = (PP')2= di-(02P')2.
Mamy stad

i dalej

,

(P-(0IP'»'2-(01P')2 = d-d,
p(p~-2(0,P'» = ri-d,

l ( r2_r2)01P'=2' P-7'
Zatem polozenie punktuP' zalezy tylko od rl, ;, i p, a wiec nie zalezy od wyboru punktuP, co
konczy dowód (bo zbiór pusty otrzymamy dlap 2 - d+d < O - jak to wyglada na rysunku ?).

Prosta potegowa dzieli kazda wspólna styczna okregów na polowy - Czytelnik moze to latwo
sam sprawdzic (mim ta informacja nie jest dalej potrzebna).

7


