-. obu zu stowo ujalem,
1z beda strzelali sie priez nicdzwiedzig skare,
Szlachta w krzyk: ,, To Smiené pewna! prawic
rura w rurg"!
A ja w imiech, bo mnie uczyl mdj przyjaciel
Maro,
Ze skéra zwicrza nie jest ladajaka miarg
Wszak wiccic Wacépanowie, jak krélowa Dydo
Przeplynela do Libow i tam z wielky biédy
Wrytargowala sobie taki ziemi kawal,
Ktoryby sie wolows skdrg nakryé dawal;
Ma tym kawalku ziemi stangla Kartago!
Wigc ja to sobie w nocy rozbieram z uwagy.
wLedwie dnialo, juz 2 jedne] strony taradejky
Jedzie Doweyko, z drugiej na koniu Domeyko.
Patrzg, a% tu przez rzekg ley most kosmaty,
Pas ze skéry niediwiedziel; porznietej na
szmaty.
Postawilem Doweyke na zwierza ogonie
Z jednej strony, Domeyke zad po drugiej
/ stronie.
wwPukajeie teraz, rzeklem, choé przez cale
' Zycie,
Lecz péty was nie spuszeze, az sie pogodzicie”,
Oni w zlodé; a tu szlachta kladoie sig na
ziemi
Od émiechu, ...
Adam Mickiewicz, Pan Tadeusz,
ksiega IV — Dyplomatyka i fowy, ww. 974—
—994

O koni el dnienia tego
»»oczywistego™ faktu swiadczy rozwigzanie
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iZoperymetryczne
Wirdd wszystkich figur wypuklych
o obwodzie mniejszym od L > 0 znaleié
figure o najmniejszym pola.
Niech ¢ > 0 bedzie dowolnie mala liczba
rzeczywisty. Dia kazdej figury wypuklej
o obwodzie L; = L— & moina znaleZé
figure wypukly podobng do wyjiciowej

o obwodzis Ly = L— % > Ly, ktbrej pole

jest wigksze od pola figury poprzedniej.
Zatem tlak postawione zagadnienie nie ma
rozwinzania,

Termin izoperymetryczny jest pochodzenia

_ greckiego — od slow isos (jednakowo)

i perimetro (mierzg dookola). Wprowadzony
zostal przez greckiego filozofa Synezjusza.
Wspélczesnie wyraz ten jest synonimem

Eiaoe . 1 "
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itologia 1 twierdzenie izoperymetryczne
Mitolog twierdzenie izoperymetryczn

Mgr Jarostaw GORNICKI

Przenie$my sie na chwile w $wiat mitologii. Okolo roku 814 p.n.e. Dydona — corka krdlewska,
ratujgc swoje zycie ucieka z fenickiego miasta Tyru do Afryki (nie zapominajgc zabrac
kosztownoéci). Tam na poinocnym brzegu Afryki od Jarba — kréla Numidii — kupuje ,,tyle
ziemi, ile mozna opasaé skorg zdjeta z wolu". Ku zdumieniu Jarba tnie skorg wolu na waskie
paski i opasuje nimi obszar ziemi w ksztalcie potkola przyleglego do brzegu morskiego.

W miejscu tym zaklada miasto Kartaging. Tyle mitologia. Powstaje pytanie: czy Dydona
wybierajgc takie rozwiazanie zagarnela mozliwie najwiekszy obszar? (Dla uproszezenia
przyjmijmy brzeg morski za linig prosta).

Zasadniczym etapem naszych rozwazan bedzie rozwiazanie tzw. problemu izoperymetrycznego:
ktora wirdod wszystkich figur plaskich o danym obwodzie ma najwigksze pole powierzchni?
Proste jest stwierdzenie: figura bedgca rozwigzaniem problemu izoperymetrycznego jest wypukia.
Po tej uwadze problem izoperymetryczny formulujemy tak: wérod wszystkich figur wypukiych

o danym obwodzie znale#¢ te, ktdra ma najwicksze pole powierzchni.

OdpowiedZ — kolo — znana byla juz w starozytnej Grecji (Archimedes i Zenodorus),

a prawdopodobnie wezedniej w Babilonii, Jednak historia $wiadczy, 2 matematyk szwajcarski
Jakub Bernoulli w roku 1697 jako pierwszy rozwigzal ten problem i to w ogoélniejszym
przypadku. W ponad sto lat péZniej geometra szwaijcarski Jakub Steiner podal az pie¢ réznych
rozwigzan. Podobnie jak jego wielki poprzednik popelnil on jednak pewng niescistosé
przyimujac za oczywisty fakt istnienie figury o najwigkszym polu powierzchni (w zbiorze figur

o ustalonym obwodzie). Uzupelnienie dowodu we wskazanym kierunku podal w 1882 r. F. Edler.

Dowéd tego, iz rozwiazaniem problemur izoperymetrycznego jest kolo, rozbijemy na dwa etapy.
Najpierw korzystajac z twierdzen o ciggach figur wypuklych (patrz np. I. M. Jaglom

i W. G. Boltianski ,,Figury wypukle™) udowodnimy, ze w zbiorze figur wypuklych o ustalonym
obwodzie istnieje figura o najwigkszym polu. Nastepnie wiedzac juz o istnieniu takiej figury
pokaZzemy, ze musi nig by¢ koto.

Rozwazmy rodzing % wszystkich figur wypukiych o obwodzie L zawartych w ustalonym kole

o promieniu L (kazda figure wypuklg o obwodzie L mozemy tak przesunaé, by znalazia sig

w tym kole). Niech P bedzie zbiorem liczb — p6l powierzchni figur z rodziny .
P={p(@):deF})

gdzie p (®) oznacza pole figury @. Zbidr P jest oczywiscie ograniczony z gory (np. przez nl?),
Oznaczmy przez M kres gorny zbioru P. Mamy znaleé figure @ € # o polu réwnym M.

1
Wybierzmy figury @, € % o polach p(®,) = M— =

Zachodzi

Twierdzenie. Z ciggu krzywych ograniczajacych figury wypukle i zawartych w ustalonym kole
mozna wybra¢ podciag zbiezny. Granica jest punktem, odcinkiem lub ogranicza obszar wypukly.
Dilugosc krzywej granicznej jest granicg dlugosci krzywych, a pole figury przez nia ograniczanej
jest granicg pol odpowiednich figur.

Z naszego ciagu @, wybieramy podciag zbiezny do pewnej figury @,. Obwod tej figury jest rowny
L, a pole M.

Tak wiec kazda (niekoniecznie wypukia) figura o obwodzie L ma pole nie wigksze od figury @;.
Pokazemy teraz, ze figura @, musi by¢ kolem. Dowdd rozbijemy na kilka lematow.

Lemat 1. Kazda cieciwa polowigca obwéd figury @, polowi jej pole.

Zalézmy, ze krzywa ANBMA ogranicza figure @, i ze cigciwa AB (rys. 1) dzieli t¢ krzywg na
dwie i 0 jednakowej dlugosci. Jezeli powierzchnia P ograniczona krzywa AMBA jest
wieksza od powierzchni S ograniczonej konturem ABNA, to wowczas zastepujac krzywg ANB
przez krzywa AOB symetryczng do krzywej AMB wzgledem cigciwy AB otrzymujemy nowa
figure AMBOA o obwodzie L, lecz o polu powierzchni wigkszym od M (bo 2P > P+ 5 = M), co
jest sprzeczne z zalozeniem. Zatem musi by¢ P = S.

Lemat 2. Spoérod wszystkich trojkatow o danych dwoch bokach najwigksza powierzehnig ma
trojkat, w ktorym boki te sg prostopadte.

1
Lemat wynika ze wzoru na pole powierzchni trojkata M(y) = 3 carb-siny, gdzie0 <y < m

jest ;niarq tukowa Kkata zawartego migdzy bokami a i b.



c Lemat 3. Kazda cigciwa polowiaca obwod figury @, jest widziana z kazdego punktu lezacego na
brzegu (ré7nego od koficow cieciwy) pod katem prostym.
E:
Zalozmy, Ze AB jest Cigciwa figury @, (ograniczonej krzywa AECBD — rys, 2), ktéra polowi jej
. obwod i ktéra wida¢ z punktu C (nalezacego do brzegu) pod katem roéznym od prostego.
& Zbudujmy taki trojkat prostokatny 4 B* €', ze AC = A’ C’'i BC = B’ C’, C" jest wierzchotkiem
\ kata prostego (rys. 3). Punkty 4" i C’ oraz B'i C”’ laczymy odpowiednio krzywymi przystajacymi
A do krzywych AC i BE. Z lematu 2 pole powierzchni trojkata A” B €7 jest wieksze od pola
powierzchni trojkata ABC, wobec czego pole powierzchni figury ograniczonej konturem
o

A’ B’ C' A’ jest wigksze od pola powierzchni ograniczonej konturem 4BCEA. Jezeli teraz do figury
A" B' C' A’ dodamy figure symetryczng wzgledem A" B, to otrzymamy figure 4’ C' B’ D' A’

o tym samym obwodzie co figura wyjiciowa, ale o wigkszej powierzchni, co jest sprzeczne

z zalozeniem 0 Dy

4 Z lematu 3 wynika, ze brzeg figury @, jest miejscem geometrycznym punktow, z ktorych wida¢
dany odcinek (cigciwe polowigea obwdd @) pod katem prostym, a wiec, Ze figura @, jest kolem
L
. 0 promieniu r = —.
i 4 y
/ Er
M

Y

Rozwigzanie problemu izoperymetrycznego na plaszezyinie daje nam odpowiedZ na pytanie

, postawione we wsigpie. Weimy pod uwage potkole o tuku diugoéei L i dowolna figure V
ograniczong odcinkiem prostej i lukiem o dlugodci L (rys. 4). Przeksztalémy te figury przez
symetri¢ wzgledem prostoliniowych odcinkéw, ktére je ograniczaja. Otrzymujemy wowczas
koto K i figurg ¥, ktérej pole powierzchni jest dwa razy wieksze od pola powierzchni figury V.
Figury K i ¥ sq izoperymetryczne, a wiec na podstawie wykazanego twierdzenia pole
powierzchni figury F* jest mniejsze niz pole powierzchni kola K, a zatem i pole powierzchni

v figury ¥ jest mniejsze od pola powierzchni pélkola.
m / Na zakonczenie uwaga. Problem izoperymetryczny mozna réwniez postawi¢ w przestrzeni

U tréjwymiarowej: wérod wszystkich bryt ograniczonych powierzchniami o ustalonym polu 7'
K B znaleZ¢ bryle o najwiekszej objetosci. Jego rozwiazanie — kula o promieniu R = _I ]/{ — podal
: 2
w 1890 roku matematyk niemiecki Hermann Schwarz (1843—1921).
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Prosta potegowa

Zbi6r punktéw majacych taka samg potege wzgledem dwoéch okregéw tworzy prosta, ktora
nazywamy potggowa, lub jest pusty.
Oto dowod: ’

Oznaczmy promienie okregow przez r,, r, i odleglo$¢ ich érodkow O, i O, przez p. Wykazemy,
ze rzut prostokatny P’ dowolnego punktu P o jednakowych potegach wzgledem obu okregow na
O, O, nie zalezy od wyboru punktu P. To w *arczy (prawda?). Oznaczmy jeszcze odleglosci P
od 0,10, przez d, i d;. :

Mamy wiec

di—r? = d2—r3
Obliczmy na dwa sposoby odleglo$¢ PP’: i
di—(0,P)? = (PP)? = di—(0,P)2.

Mamy stad
(0:P)—(0,P') = di~d} = ri—r}
i dalej
(F_(O1P’.‘)‘2—(OJP’)2 = r;“:—rf,
p(p—2(0,P)) = ri—ri,
DB (p_.’%”“z).
2 P

Zatem polozenie punktu P’ zalezy tylko od r;, F; 1 p, a wigc nie zalezy od wyboru punktu P, co
koniczy dowdd (bo zbior pusty otrzymamy dla p?—ri+r? < 0 — jak to wyglada na rysunku?).

\ Prosta potggowa dzieli kazda wspolng styczng okregdw na potowy — Czytelnik moze to latwo
\-H___ // sam sprawdzi¢ (nam ta informacja nie jest dalej potrzebna).
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