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Jak wygladajg
szybko poruszajace sie ciata?

Artur Konrad EKERT

Problem sformulowany w tytule nalezy nieco uscisli¢é. Zalézmy, ze fotografujemy obiekty
poruszajace sie po linii prostej ze stala predkoscia v, poréwnywalna z predkosécia $wiatla c,
interesuje nas odpowiedZ na pytanie — jaki ksztait obiektu ujrzymy na fotografii. Zacznijmy od
stosunkowo prostego przyktadu, kiéry wprowadzi nas w istote tematu i, byé moze, zrewiduje
naszg intuicje.

Poruszajacy si¢ szescian

Szescian o boku a porusza sie wzdluz prostej ze stalg predkoscia v. Zdjecie wykonane jest

w chwili, gdy sze$cian mija o$ obiektywu (0§ obiektywu jest prostopadia do jednej ze §cian —
rysunek 1). Zaniedbujemy rozmiary katowe obiektu (np. szedcian jest bardzo daleko). Ksztalt
zarejestrowany na kliszy bedzie wynikiem wspolistnienia dwoch efektow: skrocenia szescianu
w kierunku ruchu o czynnik ¥ = 1/)/1— (v/c)?* (skrocenie Lorentza) i zjawiska pozwalajacego
zarejestrowaé na kliszy $ciane ADHE (,.efekt optyczny™). Promienie z tej sciany musza
wystartowaé wezesniej, by dotrzeé do kliszy razem z promieniami ze sciany ABFE (jest to
warunek powstania obrazu). Daje to szescianowi czas na ,,usunigcie sie z drogi” promieniom
z ADHE. Otrzymany obraz przedstawia rysunek 2a. Mozemy obliczy¢ diugos¢ zaznaczonych
odcinkow.

a
- A'B =a AD' = —-v=a-§,
c
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gdzie § = e a promienie z krawedzi DH startuja — wczeéniej niz promienie ze $ciany ABFE.
c

Rysunek 2b przedstawia fotografie spoczywajgcego szescianu w przypadku, gdy of obiektywu
tworzy kat ¢ z normalng do 4BFE. Mamy

A”B"” = acos ¢, A”D" = asin g.

Ze wzgledu na podobienstwo 2a i 2b szukamy zwigzku miedzy ruml ChcielibySmy, aby A'B" =

: 1
= A"B” i A'D' = A”D" — jest to mozliwe, gdy sing = f i cos ¢ = ?

Mozemy juz sformulowaé nieco zaskakujacy wniosek, ze (przy przyjetych zalozeniach) fotografia
szescianu poruszajacego si¢ z predkoscia v = (- ¢ jest identyczna z fotografia szescianu
spoczywajacego, fotografowanego pod katem ¢ takim, Ze sin ¢ = f. .

Male uogdlnienie

Poprzedni wniosek mozna uogoélnié¢ na obiekty dowolnego ksztattu. Mozna pokazal (np.
postugujac sie regula dodawania predkosci zgodng ze szczegolng teorig wzglednodci), Ze promien
$wietlny wystany w ukladzie obiektu pod katem @’ (kat mierzymy teraz od kierunku predkosci
ruchu) bedzie zaobserwowany przez spoczywajgcego obserwatora pod katem © takim, Ze

sin @&’
(14 fcos@)

Zaleznos$¢ migdzy ® i ®’ przedstawia wykres na rysunku 3. Tak wigc przy przyjetych na wstepie
zalozeniach fotografia np. szybko jadacego porsche fotografowanego pod katem  jest
identyczna z fotografia stojgcego porsche zrobiona pod katem @’. Gdyby$my filmowali jazde
naszego samochodu, wydawaloby sie nam, ze w trakcie jazdy obraca si¢ on o kat @' —60(€' i @
zalezalyby od czasu). Rysunek 4 pokazuje, jak to wyglada w przypadku szeicianu ABCDEFGH
(prawa czgs$¢ rysunku odpowiada mniejszej predkosei). Zauwazmy przy okazji, ze dla

sin@ =

-
9 = — mam
5 mamy

sini i
@ _2_“1_ =—, sing=sin(&—-6) =4,
y(l—-ﬁcﬂsé) 4

co zgadza si¢ z naszymi wezeSniejszymi obliczeniami.
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- e e Duze uogdlnienie

| o

| b ﬁ_ Chcieliby$my teraz opuéci¢ poczynione na wstepie zalozenia. W tym celu rozwazmy dwa inercjalne

\ ] uktady K’ i K. Uklad K porusza si¢ z predkoscly —v wzgledem K’, Zdarzenia (0, 0, 0, 0) w obu

J &\' ukiadach pokrywaja sie. Obserwatorzy rejestruja (np. na sferyeznej kliszy) w chwili ¢ = 0 = ¢/

c A B 4 obraz otoczenia, a obie klisze umieszczone sg w poczatkach ukladdéw K i K’. Zdarzenie
G H = 5 P = (t', x’, y'. 2') zostanie zarejestrowane na kliszy obserwatora K’ tylko wtedy, gdy

{promienie padaja na kliszg w chwili r = 0), co jest rdwnowazne warunkowi

s? = {ct')P—x"—y?—2? = 0 odpowiada rejestracii zdarzen ze stozka przesziosci. Warunek
s* = 0 jest niezmiennikiem transformacji Lorentza, a wiec jeéli zdarzenie P jest zarejestrowane
na kliszy K, to robwniez jest zarejestrowane na kliszy K. Korzystajac ze wzorébw opisujgcych
transformacje Lorentza ’
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x=pxtot’),y=y,z=2"it= y(r‘+ jz— x‘)
c
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oraz warunku rejestracji zdarzen ¢’ = -]f X2y 22 budujemy transformacie (x', V', z') &
«—+ {x, y, z). Otrzymujemy zwigzki

x=y(x'-p l/firy-'_z+z"). y=y, z=12.
To w zasadzie cala wiedza o zmianie ksztaltu fotografowanych obiektow poruszajacych sig
z duzymi predkodciami. Sposob postepowania jest taki: obiekty w ukladzie K’ skladajace sie
z punktow (x’, ', z’) po zrzutowaniu na klisze dajg jakis obraz, jesli chcemy wiedzieé, jaki
bedzie obraz na kliszy K, to transformujemy (', ¥/, 2') & (x, ¥, 2) i otrzvmamy obiekty
w ukladzie K zloZzone z punktéw (x, y, 2), nastepnie rzutujemy je na kliszg¢ K i to wszystko!
Zauwazmy, ze nasza transformacja mowi wigcej o ksztalcie obiektu niz obgaz fotograficzny —
w wyniku rzutowania na klisz¢ zaniedbujemy cze$é informacii dotyczaca tylnej strony obiektu.
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Rys. 4
Aby ,,poczuc”, jak dziala transformacja obrazu, dokonajmy transformacji prostych figur.

a) Plaszczyzna x' = a .

x = Wa—pyYa@+y?+z7), y=y, z=72.

Przekaine szeSciokgta opisanego na okregu przecinaja sig w jednym punkcie. W istocie jest tak
rowniez dla elips, ale my poprzestaniemy na okreggach.

Najpierw spostrzezenie: Jesli na dwoch stycznych do okregu odlozymy (od punktow stycznosci
i po tej samej stronie faczacej je cieciwy) taki sam odcinek, to bedzie istnial okrag styczny do
tych stycznych w otrzymanych punktach. Istotnie — narysowana figura ma o$ symetrii —
prowadzac z konca odlozonego odeinka prostopadla do stycznej otrzymujemy w jej przecieciu
2 osig symetrii srodek poszukiwanego okregu (dlaczego?).

A teraz dowod twierdzenia Brianchona. Niech szesciokal ABCDEF bedzie opisany na okregu

i styczny do niego w punktach P, @, R, §, T, U. Odidézmy (jak na rysunku) jednakowe odeink:

PP, QQ’, RR', §§°, TT" i UU’. Narysujmy teraz okregi o,, 0, i o5 takie, o jakich byla mowa

w podanym wyzej spostrzezeniu. Prosta BE jest prosta pot¢gowa okregow o, i oz, gdyz wobec
BP=BQ i ES=ET

mamy
BP = B 1 BN = ET

a wiec B ma te sama potege wzglgdem o, 1 0,, tak samo 54

Analogicznie stwierdzamy, ze CF jest prosta potegowa okregow oy i 03, oraz ze AD jest prosta

potegowa okregow o, i 0;. Punkt K przeciecia BE | CF ma taka samg potege wzgledem o, i o5
oraz wzgledem o, i 03, a wiec takg samg wzgledem.o; | 05. Musi wiec lezec na AD.
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iperboloida  |eptaszezyzna Otrzymujemy wigc rOwnanie

X=Qa X >
(— *a) = fa*+y*+2%)
o
\ opisujace hiperboloide dwupowlokowg (tylko jedna powloka ma znaczenie fizyczne) lub stozek,
\ 7 gdy a = 0. Wynik transformacji przedstawia rysunek 5.
X=4a
X=q

/I ¥ b) Polprostax'=ay’ z=2'=90

i

L e x = oy~ BYay*+y?), y=y,

stad x = 9(a—p }/a‘+ 1)y’ i obrazem jest polprosta.
Analizujgc zmiang wspolczynnika kierunkowego zauwazmy, ze

aar_'l a=cg®, (a—fya*+1)=ctg0,

Rys. 5 ! < - sin &’
mozemy wigc wyznaczyé tg @ = ————— |
y WigC Wy yé tg G0s O—F)

Jest to wzor opisujacy aberracje promieni $wietlnych — juz przez nas rozwazany._

Poruszajaca si¢ sfera

Wplyw ,.efektu optycznego™ na wyglad szybko poruszajacych sie cial zauwazyl R. Penrose.
Udowodnit on w 1959 r, ze szybko poruszajaca si¢ sfera zachowuje ksztait sfery. Wprawdzie
transformacja obrazu nie przeksztalca sfery w sfere, ale po uwzglednieniu rzutowania na klisze
otrzymujemy przeksztalcenie przeprowadzajace kola na kliszy K’ w kola na kliszy K. Oto chyba
‘najprostszy dowdd (podany przez M. L. Boes w American Journal of Physics, 29 (1961), str. 283).
Sfera spoczywa w ukladzie K. Promienie padajace na kliszg tworza stozek (rysunek 6), ktorego
wierzcholkiem jest klisza — poczatek ukladu. Stosujac bezposrednio transformacje Lorentza do
rownania stozka

v ra"=r'cosa’, r=c’ t'<0 (a@=1)
otrzymamy
(azy—Py cos a)x+ayy+aiz = —ct(y cos &' —az fiy),

a wiec rowniez stozek w ukladzie K. Stozek ten ma nieco inne parametry Tak wiec na kliszy
obserwditora K ujrzymy tez kolo, ale na ogoét o innej rednicy.

Rysunek 7 przedstawia, jak wyglada nasz szescian, jesli uwzgledniamy jego rozmiary katowe.

Rozwigzanie zadania ze strony |

Jak wiemy, wystarczy udowodni¢ twierdzenie ze strony 3. Zaléimy wiec, ze do czworokata
ABCD mozna wewnatrz kata BAD dopisac okrag. Oznaczmy punkty stycznosci przez P, Q,
RiS.

Mamy !
AP = /iS, BP = BR, CQ = CR, DQ = DS,
skad
AB+BC = AP—BP+BR—CR = AP—CR = AS—CQ = AS-DS+DQ—-CQ = AD+DC
lub -
AB+BC = AP—BP+BR+CR = AP+ CR = AS+CQ = AS—DS+ DQ+CQ = AD+DC.

Zaloézmy z kolei, ze jest AB+ BC = AD+ DC i dla ustalenia uwagi A8 > BC. Poprowadzimy
przez B rownolegla do CD i przez D réownolegla do BC. Oznaczmy ich punk! przeciecia przez C,.
Z zalozenia mamy wigc AB+C\D = AD+ CB, a wigc w czworbkat ABC, D mozna wpisac
okrag.

Rozpatrzmy teraz dwa przypadki. Prostszy z nich to ten, gdy czworokat ABCD ma kat BCD
wklesly. Wowezas czworokat ABC, D jest wypukly. Poprowadimy do wpisanego w ten
czworokat okregu jeszeze dwie styczne rownolegle odpowiednio do BC i CD. Oznaczmy ich
przeciecia odpowiednio z AB przez D' i z AD przez B’ oraz punkt ich przecigcia przez C’.
Przekatne szesciokgla B €’ D’ BC, D na mocy twierdzenia Brianchona przecinaja sie w jednym
punkcie XK. Z podobienstwa trojkatow B'C’ K i BC,K oraz C'D'K i1 C, DK mamy

B'C’ C'K C’ D’ B'C’ BC, CD
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