
zuc monete raz jeszcze,
czyli prawo arcusa sinusa ol

Dr Jerzy RYLL

Pewnego deszczowego wieczoru Pawel postanowil sprawdzic, czy
ten caly rachunek prawdopodobienstwa to aby nie lipa. Zaczal
rzucac monete i zapisywac kolejne wyniki. Zapis wygladal tak:
Pawel traktowal orla jako+ 1, reszke jako -l; dodawal liczby
otrzymane w pierwszychk rzutach, otrzymana sumeSk zaznaczal
jako punkt (k,Sk) w ukladzie wspólrzednych i laczyl odcinkami
kolejne punkty. Rozumowal tak: orzel i reszka sa tak samo
prawdopodobne, a wiec mniej wiecej polowa otrzymanej lamanej
powinna lezec w górnej pólplaszczyznie.

Po stu rzutach stwierdzil ze zdumieniem, ze 70 odcinków lezy
w górnej pólplaszczyznie. Powtórzyl to doswiadczenie jeszcze
cztery razy zapisujac liczbe odcinków, których bylo wiecej
(Jezacych nad lub pod osia odcietych). Otrzymal kolejno 75, 73,
68,74. "Albo ja mam pecha, albo ten caly rachunek
prawdopodobienstwa do niczego sie nie nadaje" - stwierdzil
i skonczyl zabawe z moneta.

Pawel rzeczywiscie mial pecha, ale "w druga strone". Jego
wyniki byly bardziej zblizone do hipotetycznej piecdziesiatki niz
na to wskazuje rachunek prawdopodobienstwa. Dokladniej -
prawdopodobienstwo uzyskania liczby miedzy 50 a 75 jest

1
równe okolo - (mniej wiecej takie samo jest prawdopodobienstwo

3

uzyskania liczby wiekszej od 93). Pawel powinien dokladniej
zbadac cale doswiadczenie i nie obrazac sie na teorie. Wlasnie
za pomoca kombinatoryki i rachunku prawdopodobienstwa
obliczymy powyzsze wyniki.

Oznaczmy liczbe lamanych, takich jakie rysowal Pawel,
laczacych punkt (0,0) z punktem(n, m) (lml ~ n) przez D.,••.
Jesli n i m sa róznej parzystosci, to oczywiscieD.,••= O.

W pozostalych przypadkachD.,••= ( n ) (dowód w numerze).
n+m
2 -

Obliczmy teraz, ile sposród lamanych laczacych (0,0) z(2n,0) jest
nieujemnych (tzn. lezy w górnej pólplaszczyznie) - oznaczmy
ich liczbe przezP., a ile jest dodatnich (tzn. dodatkowo
jedynymi ich punktami wspólnymi z osia odcietych jest ich
poczatek (0,0) i koniec(2n,0» - te liczbe oznaczmyq•.

Zauwazmy, ze lamanych dodatnich od (0,0) do(2n,0) jest tyle,
ile lamanych dodatnich od (1,1) do (2n-I,I). Wszystkich
lamanych laczacych te punkty jestDz.- Z,o natomiast kazdej
takiej lamanej, która nie jest dodatnia, odpowiada dokladnie
jedna lamana od (1, -1) do (2n-I,I) (odbijamy symetrycznie
czesc lamanej od poczatku do pierwszego zetkniecia z osia
odcietych - rys. 1). Takich lamanych jestDz._ Z,z. Tak wiec

qn = (2n-2)_(2n-2) =~ (2n-2).n-l n n n-l

:;~.:"::":""""""-".,.•...:..•..... ,.,

Latwo tez zauwazyc, ze lamanych nieujemnych od (0,0) do(2n,0)
jest tyle, ile dodatnich od (0,0) do(2n+2,0) (rys. 2). Tak wiec

P. = q.+l = _1_ (2n).n+l n

Podzielmy zbiór laman~'ch nieujemnych od(1),0) do (2n,O) na n rozlacznych
zbiorów Bl t 0'0) Bn Lamana nalezy do zbioru Bil. jesJi przechodzi przez punkt
(2k,0) i jest dodatnia miedzy (0.0) i(2k,O) (i oczywiscie nieujemna miedzy
(2k,0) i (2n,0». Lamanych w zbiorzeBk jest wiecPk-I' P.-l. Sumujac zbiory
Rt otrzymujemy, iz ciag Pll spelnia zaleznosc rekurencyjna

n

P. = 2 P'-I'Pn-l(Po = 1). Bezposredni analityczny dowód tego faktu
k=l

jest skomplikowany. Napiszemy o tym w jednym z nastepnych numerów
Dei/y.

Rozpatrzmy nastepujace zdarzenia:
1° Lamana przechodzi przez punkt(2n,0).

2° Lamana nie przechodzi przez punkty(2k,0) dla k = 1, ... ,n.
3° Lamana jest nieujemna miedzyO a 2n.
4° Lamana przechodzi przez punkt(2n,0) i jest dodatnia lub
ujemna.
5° Lamana przechodzi przez punkty(2n-2,0) i (2n-I,-I)
i jest nieujemna miedzy° a 2n- 2.

Okazuje sie, ze prawdopodobienstwo zdarzen 1° - 3° jest równe

an= ( ~) 2-z• (ao = 1), a zdarzen 4° i 5° jest równe

1 (2n- 2 ) 1
bn= - 2-Z'+1 = -- a._l = a'_l-an (bo= O).

n n-l 2n

Oczywiscie przy obliczaniu tych prawdopodobienstw wystarczy
sie ograniczyc do lamanych otn odcinkach - tych lamanych
jest 22'.

Prawdopodobienstwa zdarzen 4° i 5° otrzymujemy natychmiast

z obliczonych wartosciq. i Pn- 1• Prawdopodobienstwo 2° jest
równe l-b1-bz- ... -bn (od wszystkich lamanych
odejmujemy te, które przechodza przez (2,0) - jest ichbl . 2zn;

te, które nie przechodza przez (2,0), ale przechodza przez (4,0)-
jest ich bz . 2z• i tak dalej). Ale

l-b1-bz- '" -b. = 1-(aO-al)- ...-(an-l-an) = ano

Podobnie obliczamy prawdopodobienstwo 3° korzystajac
z prawdopodobienstwa 5°.1° wynika bezposrednio ze wzoru na
Dzn,o.

Jako wniosek otrzymujemy równosc

n

an = L bkan_k
k=1

trudna do analitycznego udowodnienia.

Podzielmy zbiór lamanych o2n odcinkach przechodzacych przez

(2n,0) na rozlaczne zbioryAl, ... , An. Do zbioru Ak naleza
lamane przechodzace przez(2k,0), ale nie przechodzace przez
(2i,O) dla i = 1, ... ,k-l. Kazda taka lamana jest wyznaczona
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Rys. 4. Zapis wyników10000 rzutów idealna moneta ...



n
Niech O < t < 1. Prawdopodobienstwo tego, iz stosunek

k

I .-(n)")Ze wzoru Stirlinga 'n! ;,: ./2",n e mamy

2 ./n= - arc sin y t .
:n

l

~J~
:n o y' x(l-x)

odcinków dodatnich do wszystkich odcinków jest mniejszy nizt,
jest zbiezne (przyn -+ (0) do

A teraz glówne twierdzenie

Prawdopodobienstwo tego, ze lamana o2n odcinkach ma2k

odcinków dodatnich i2n- 2k ujemnych (tzn.2k odcinków lezy
w górnej pólplaszczyznie, a2n- 2k w dolnej) jest równe

przez lamana od (0,0) do(2k,0), która jest albo dodatnia, albo
ujemna, oraz przez dowolna lamana od(2k,0) do (2n,0).
Tak wiec do zbioruAo nalezy 22°b02,,-ta,,_t lamanych
(korzystamy z40 i 10). Suma zbiorów A l, ... , A" jest zdarzenie
1o i otrzymujemy zadana równosc.

stad nasz wzór prlybhzon:v.

Rys. 3
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1
zeru lub jednosci niz bliski sredniej wartosci -.

P"~~smt~ 2I<- uh - _

Przy n - eJ) prawa strona dazy (jako CIag sum Rle:nanna) do

J '1' I d b' .. kl· . d Ies1"2 < t < 1, to ~rawdopo o Icnstwo lego, zen ez} mie zy 2" a I,
Jest równe

Ale prawdopodobienstwo, 'z ~ nie jest wieksze od ~. jestoczywiscie równ~
n 2

Wzór powyzszy dobrze przybliza wartosci nawet dla malychn
(np. n = 20). Z wykresu funkcji wystepujacej po prawej stronie-

k
- (rys. 3) widac, ze stosunek - ma duzo wieksza szanse byc bliski

n

1 n-k

-ao' "b .a2 L-' n_O_' =r=1 .

Skorzystajmy teraz z zalozenia indukcyjnego

k n-k

Pk,,,= ~ .2 b,' ao_,' an_t+ ~ .2 bp' at' a,,_o_,=r=1 r=1

( 1 . 2') 2,,_2' _ 2._1 ••"2 b, 2 . (Po_"n_,2 ) - 2 b, Po-",,-,

(pierwszy czynnik to liczba lamanych dodatnich, a drugi to po
prostu oznaczenie). Lamanych drugiego rodzaju jest

(~ b '22') • (P 22n_2,) = 22"-1 •b . P2 r k,n-r r krn-r·

Sumujac te iloczyny i dzielac przez22• otrzymujemy

k n-k

Po,,,= ~ .r b,' Pk-",,-,+ ~ 2;b,' PO,n-,.
2 r= l 2 r= l

( 2k) (2n- 2k)ao' a,,_o= k . n-k . 2-2".

Dowód jest indukcyjny wzgledemn. Dla wygody oznaczmy przez
Po,,, prawdopodobienstwo z twierdzenia. Dlan = O nie ma co
sprawdzac. Zalózmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla liczb

mniejszych nizn. Mamy oczywiscie P",,, = Po,,, = anao= ano
Niech 1.s; k.s; n-l. Wtedy lamana z interesujacego nas zbioru
musi przecinac os odcietych - pierwszym punktem przeciecia
niech bedzie(2r,0). Albo lamana byla miedzy (0,0) a(2r,0)
dodatnia (wtedyr.s; k), a dalej miala 2k-2r odcinków dodatnich
i 2n-2k ujemnych, albo miedzy (0,0) i(2r,0) byla ujemna,
a dalej bylo 2k odcinków dodatnich i2n-2k-2r ujemnych
(wtedy r.s; n-k).
Lamanych pierwszego rodzaju jest

Przedostatnia równosc wynika z wniosku poprzedzajacego
twierdzenie.

Juz z powyzszego twierdzenia mozna obliczyc podane na poczatku
prawdopodobienstwa, ale byloby to dosyc pracochlonne. Okazuje
sie, ze mozna podac bardzo wygodny wzór przyblizony zwany
pierwszym prawem arcusa sinusa.

W ksiazce W. Fellera "Wstep do rachunku prawdopodobienstwa"
podany jest przyklad przebiegu doswiadczenia imitujacego
10 000 rzutów moneta (rys. 4). Rozpatrzmy tez doswiadczenie
odwrotne (rys. 5) - punkt koncowy traktujemy jako poczatek
ukladu wspólrzednych i zmieniamy zwrot osi odcietych. Okazuje
sie, ze bardziej prawdopodobne jest doswiadczenie mniej
"zrównowazone" niz to na rys. 5 od doswiadczenia bardziej
"zrównowazcttego" niz to z rys. 4 (odpowiednie
prawdopodobienstwa sa równe 0,10 i 0,07) .
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