Rzué¢ monet¢ raz jeszcze,
czyli prawo arcusa sinusa

Dr Jerzy RYLL

Pewnego deszczowego wieczoru Pawel postanowil sprawdzié, czy
ten caly rachunek prawdopodobienistwa to aby nie lipa. Zaczal
rzuca¢ monete i zapisywa¢ kolejne wyniki. Zapis wygladat tak:
Pawel traktowat orla jako + 1, reszke jako —1; dodawal liczby
otrzymane w pierwszych k rzutach, otrzymang sume s, zaznaczat
jako punkt (k,s;) w ukladzie wspélrzednych i lgczyt odcinkami
kolejne punkty. Rozumowal tak: orzel i reszka s3 tak samo
prawdopodobne, a wigc mniej wigcej polowa otrzymanej famane;j
powinna leze¢ w gornej polplaszczyZnie.

Po stu rzutach stwierdzil ze zdumieniem, ze 70 odcinkow lezy
w gornej pblplaszczyznie. Powtorzyl to doSwiadczenie jeszcze
cztery razy zapisujac liczbg odcinkow, ktérych bylo wiecej
(lezacych nad lub pod osia odcigtych). Otrzymat kolejno 75, 73,
68, 74. ,,Albo ja mam pecha, albo ten caly rachunek
prawdopodobiefistwa do niczego si¢ nie nadaje’ — stwierdzit

i skoficzyl zabawe z monets.

Pawel rzeczywiscie mial pecha, ale ,,w druga strong™. Jego
wyniki byly bardziej zblizone do hipotetycznej pig¢dziesiatki niz
na to wskazuje rachunek prawdopodobienistwa. Dokladniej —
prawdopodobienstwo uzyskania liczby migdzy 50 a 75 jest

1
roéwne okolo £y (mniej wigcej takie samo jest prawdopodobiefistwo

uzyskania liczby wiekszej od 93). Pawel powinien dokladniej
zbada¢ cale doswiadczenie i nie obrazaé si¢ na teorig. Wiasnie
za pomoca kombinatoryki i rachunku prawdopodobienstwa
obliczymy powyzsze wyniki.

Oznaczmy liczbe tamanych, takich jakie rysowal Pawel,
laczacych punkt (0,0) z punktem (n, m) (|m| < n) przez Dy m.
Jesli n i m sa rb6znej parzystosci, to oczywiécie Dy, = 0.

W pozostatych przypadkach D, ., = ( i ) (dowod w numerze).
n+m

2
Obliczmy teraz, ile sposrod tamanych taczacych (0,0) z (2n,0) jest
nieujemnych (tzn. lezy w gornej polplaszczyinie) — oznaczmy
ich liczbe przez p,, a ile jest dodatnich (tzn. dodatkowo
jedynymi ich punktami wspolnymi z osia odcigtych jest ich
poczatek (0,0) i koniec (2n,0)) — te liczbe oznaczmy g,.

Zauwazmy, ze lamanych dodatnich od (0,0) do (2n,0) jest tyle,
ile tamanych dodatnich od (1,1) do (2n—1,1). Wszystkich
lamanych lgczacych te punkty jest D;,. 2,0 natomiast kazdej
takiej tamanej, ktora nie jest dodatnia, odpowiada dokladnie
jedna lamana od (1,—1) do (2n—1,1) (odbijamy symetrycznie
czes¢ lamanej od poczatku do pierwszego zetknigcia z osia
odcigtych — rys. 1). Takich famanych jest D,,_5,,. Tak wigc
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Latwo tez zauwazy¢, ze famanych nieujemnych od (0,0) do (21,0)

jest tyle, ile dodatnich od (0,0) do (2n+2,0) (rys. 2). Tak wiec
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Podzielmy zbibr |

zhiordéw By, .
12k.,0) i jest dodat
(2k,0) i (2a,0)). Lam
Ay otrzymujemy, i cigg pa spelnia zaleznodc rekurencying
n
Pan = }-‘ Pik-1" Pa-klpa = 1). Bezposredni analityczny dowodd tego fakiu
k=1

jest skomplikowany, Napiszemy o tym w jednym z nasiepnych numerdw
Deity.

Rozpatrzmy nastgpujgce zdarzenia:

1° Lamana przechodzi przez punkt (2»,0).

2° Lamana nie przechodzi przez punkty (2k,0)dlak = 1, ..., n.
3° Lamana jest nieujemna mig¢dzy 0 a 2n.

4° Lamana przechodzi przez punkt (2n,0) i jest dodatnia lub
ujemna.

5° Lamana przechodzi przez punkty (2n—2,0)i (2n—1,—1)

i jest nieujemna miedzy 0 a 2n—2.

Okazuje sig, Zze prawdopodobienstwo zdarzen 1° — 3° jest rowne
2n
ay= ( )2”‘ (ap = 1), a zdarzen 4° i 5° jest rOwne

n
1 (2}1—2

2-2.+I _ _l_ — e, b - 0
] Qu-i Ap-y an( 0 ).

Oczywiscie przy obliczaniu tych prawdopodobienistw wystarczy
si¢ ograniczy¢ do famanych o 2Zn odcinkach — tych lamanych
jest 23",

Prawdopodobienstwa zdarzen 4° i 5° otrzymujemy natychmiast

z obliczonych wartosci g, i ps- ;. Prawdopodobienstwo 2° jest
réwne 1—b;—b,— ... —b, (od wszystkich lamanych
odejmujemy te, ktore przechodza przez (2,0) — jest ich b, - 22";
te, ktére nie przechodza przez (2,0), ale przechodza przez (4,0) —
jestich b, - 27" i tak dalej). Ale

l—bl—b‘;_ san

Podobnie obliczamy prawdopodobienstwo 3° korzystajac
z prawdopodobienstwa 5°. 1° wynika bezposrednio ze wzoru na
D!n.n .

_bl = l_(an_al)_ oo _(an—l_an) = Qp.

Jako wniosek otrzymujemy rownosc

n
a, = Z bray_x
k=1
trudng do analitycznego udowodnienia.

Podzielmy zbior tamanych o 2n odcinkach przechodzacych przez
(2n,0) na rozigczne zbiory A4,, ..., A,. Do zbioru 4, naleza
famane przechodzace przez (2k,0), ale nie przechodzace przez
(2i,0)dlai=1, ..., k—1. Kazda taka lamana jest wyznaczona

Rys. 4. Zapis wynikéw 10000 rzutéw idealng monetq...



przez lamana od (0,0) do (2k,0), ktéra jest albo dodatnia, albo
ujemna, oraz przez dowolng lamana od (2k,0) do (2n,0).

Tak wiec do zbioru A, nalezy 2**b,2"*a,_, lamanych
(korzystamy z 4° i 17). Suma zbiordéw A,, ..., 4, jest zdarzenie
1° i otrzymujemy zadana roOwnosc.

A teraz gléwne twierdzenie

Prawdopodobienistwo tego, ze lamana o 2n odcinkach ma 2k
odcinkéw dodatnich i 2n— 2k ujemnych (tzn. 2k odcinkow lezy
w gornej polplaszczyinie, a 2n— 2k w dolnej) jest rébwne

o (£

Dowéd jest indukeyjny wzgledem n. Dla wygody oznaczmy przez
Py, prawdopodobienistwo z twierdzenia. Dla n = 0 nie ma co
sprawdzaé. Zaloézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla liczb
mniejszych niz n. Mamy oczywiécie Pp,n = Po,n = dsG0 = dy.
Niech 1 < k < n—1. Wtedy lamana z interesujacego nas zbioru
musi przecinaé o$ odcietych — pierwszym punktem przecigcia
niech bedzie (2r,0). Albo lamana byla miedzy (0,0) a (2r,0)
dodatnia (wtedy r < k), a dalej miala 2k —2r odcink6éw dodatnich
i 2n—2k ujemnych, albo miedzy (0,0) i (2r,0) byla ujemna,

a dalej bylo 2k odcinkow dodatnich i 2n— 2k — 2r ujemnych
(wtedy r < n—k).

Lamanych pierwszego rodzaju jest

1
(? br N 22') ' (P,‘",_,._,zz'-") e DAN=1 br 5 Pk-r,u-r

(pierwszy czynnik to liczba lamanych dodatnich, a drugi to po
prostu oznaczenie). Eamanych drugiego rodzaju jest

1
(? by 2") " (Panr2?=%) = 221 by Prper.

Sumujac te iloczyny i dzielac przez 2°" otrzymujemy

k n—k
1 1
P n= — br.P_r.nwr frest r* n=r:

r=1
Skorzystajmy teraz z zalozenia indukcyjnego

k n-k
1 1
Pin= ? 2 by Gy o+ —2— Zbr' ay " Apg—y =

r=i re=1

k n—k
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= —dp_i"' 2 b, - A+ —a;* Z bt apg—: =
2 r=1 2 r=1
"
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Przedostatnia rownos¢ wynika z wniosku poprzedzajgcego
twierdzenie.

Juz z powyiszego twierdzenia moZna obliczy¢ podane na poczatku
prawdopodobienstwa, ale byloby to dosy¢ pracochlonne. Okazuje
si¢, Ze mozna podaé bardzo wygodny wzor przyblizony zwany
pierwszym prawem arcusa sinusa,

k
Niech 0 < ¢ < 1. Prawdopodobienstwo tego, iz stosunek —

n

odcinkow dodatnich do wszystkich odcinkow jest mniejszy niz ¢,

jest zbiezne (przy n —+ oo0) do
1 j dx
T -4 ]/x(l —x)

Ze wzory Stirlinga (! =

| 5
Yesli = <r< wdopodobieristwo
jest rowne
2 3 p 1
k= —
-y n
n ”n
'." K < b
Przy m — o prawsa daty (jako ciag s
dx
Vx(l—-x)
Ale prawdopodobiciisiwe
stad nasz wzor preybhzony

= ia.n: sin]/r_.
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Wzér powyzszy dobrze przybliza wartosci nawet dla malych n
(np. n = 20). Z wykresu funkcji wystgpujgcej po prawej stronie-

it ocrywidcie rowns

k
(rys. 3) wida¢, Ze stosunek - ma duzo wieksza szanse by¢ bliski

1
zeru lub jednosci niz bliski sredniej wartosci =
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Rys. 3

W ksigzce W. Fellera ,,Wstegp do rachunku prawdopodobienstwa™

podany jest przyklad przebiegu do$wiadczenia imitujacego
10 000 rzutow monets (rys. 4). Rozpatrzmy tez doswiadczenie

odwrotne (rys. 5) — punkt koncowy traktujemy jako poczatek
ukiadu wspélrzednych i zmieniamy zwrot osi odcigtych. Okazuje
sig, Ze bardziej prawdopodobne jest do$wiadczenie mniej
»Zrownowazone' niz to na rys. 5 od do$wiadczenia bardziej
,,Zrownowazonego” niz to z rys. 4 (odpowiednie
prawdopodobieristwa sg réwne 0,10 i 0,07).

Rys. 5. ...1 to samo ,,o0d tylu"'.
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