
Dr A. K., po przeczytaniu rekopisu tego

artykulu, zwrócil autorowi uwage~ ze inny

dobrze znany sposób to wsadzic walizke
i kufer do znacznie wiekszej od nich paki

(ogólniejszej równosci):

Un+m = Un_l· um+un· Um+l

(przy m = n dostajemy latwo pierwsza.

z poprzednich równosci, a przym = n + 1

druga); te juz bez naj mniejszego wysilku
przemieszcza nam zwykla indukcja wzgledem

m. Jest to sposób latwiejszy niz dzwiganie
walizki i kufra razem badz oddzielnie.

Jesli A wynika z B, ale B nie wynika z A, to

zwyklo sie mówic, ze stwierdzenie A jest
slabsze niz B.

Dowód twierdzenia mocniejszego moze
byc latwiejszy

Prof dr Jerzy MIODUSZEWSKI

"Nie moge wniesc tej walizki naIIIpietro, jest ona za ciezka; wobec tego wezme
pod druga pache ten oto kufer" - w taki to ironiczny sposób przedstawia
Cat-Mackiewicz monolog wewnetrzny pewnej postaci z niedawnej przeszlosci
(Zielone oczy,str. 177, wyd. 1959).

Od tego rodzaju desperackich decyzji nie sa wolni i matematycy; co wiecej, sa
nieraz do tego przez matematyke zachecani. Liczby Fibonacciego,
l, 1,2, 3, 5, 8, 13, ... , tworzy sie tak, ze kazda poczawszy od trzeciej jest suma
dwu poprzednich,Un+1 = Un-1 +Un. Jesli ktos chce zadac torture mniej
doswiadczonemu koledze, moze mu dac do udowodnienia, ze

U2n = U;+l-U;-l,

a potem, juz zmeczonemu, dac pod druga pache kufer:

U2n+1 = U;;+l +u;,

i przygladac sie, jak swietnie sobie radzi.

Zjawisko prosto sie tlumaczy: w dowodzie indukcyjnym (bo taki przyjdzie tu
prowadzic) sprawdzenie prawdziwosci tezy na pierwszych krokach bywa
przewaznie latwe, wiec dodanie nowej tezy na ogól nie zwieksza trudnosci;
przejscie zn na n+ l moze jednak okazac sie latwiejsze, bo mamy teraz dodatkowe
zalozenie umozliwiajace ruszenie z martwego punktu.

L. Cinman wKwancie 11 (1976), str. 9-12, pisze o nieuwaznym Jasiu, który zle
. n ...•••. l . 3· (2n-1)·-

przepIsal tresc zadanIa' I przez to zamIast nIerownoscl 2. 4 2n < l/V n

musial dowiesc (przez indukcje) mocniejszej nierównosci, w której zamiastlin
mial V·n+ l. Autor cytowanego artykulu analizuje te paradoksalne sytuacje
z punktu widzenia teorii dowodu.

Ale i poza zakresem dowodów indukcyjnych zdarza sie, ze dowód twierdzenia
mocniejszego bywa latwiejszy. Rzecz jest ciekawa z punktu widzenia psychologii
myslenia matematycznego. George Polya w swojej ksiazceJak to rozwiazac
(tlumaczenie polskie, Warszawa1964, Biblioteka Problemów71) nazywa to
zjawisko paradoksem odkrywcy kome!ltujac je wieloma przykladami.
Stwierdzenie

(A) istnieje liczba rzeczywistax spelniajaca równanie5x4 - x3 - 72 = O

jest slabsze niz stwierdzenie
(B) liczba 2 spelnia równanie5x4 - x3 - 72 = O;

ale dowód tego slabszego stwierdzenia wymaga pewnej wiedzy, a dowód
twierdzenia (B) (mocniejszego) nie sprawi klopotu nawet dziecku, jesli wie ono,'
co to jest potega liczby.

Ta rzecz tez sie prosto tlumaczy. Wyobrazmy sobie stos kluczy i zamek.

Stwierdzenie

(A) którys z tych kluczy otwiera zamek,
jest slabsze niz stwierdzenie
(B) ten klucz otwiera zamek;

ale jesli stos kluczy jest dosc pokazny, to dowód stwierdzenia A bedzie
odpowiednio trudny; dowód stwierdzenia B sprowadza sie do otwarcia zamka
wskazanym kluczem, co polega na wykonaniu pewnej czynnosci; w matematyce
odpowiada to wykonaniu dowodu.

Podobnie jest z uogólnieniami. Bardzo intrygujace jest pytanie: co jest wieksze,
ne czy en? Student I roku bez trudu wszakze wstawi wlasciwy znak nierównosci
miedzy funkcjexe i eXdla x ;;::e.
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Liczbea (rzeczywista lub zespolona) nazywamy
algebraiczna, gdy istnieje wielomian
o wspólczynnikach calkowItych, któregoa
jest p!=:wiastkiem.

Oto przyklad z matematyki bardziej zaawansowanej. Nastepujace twierdzenie,
dowodzone przez Aleksandrowa (1924) i Sierpinskiego (1933), bylo uwatane za
trudne:

(A) jesli przestrzen metryczna jest spójna i lokalnie osrodkowa, to jest
osrodkowa.

Z czasem uleglo ono wzmocnieniu do twierdzenia

(B) jesli przestrzen parazwarta jest spójna i lokalnie osrodkowa, to jest
osrodkowa,

które nie jest uwazane za szczególnie trudne i którego dowodu mozna wymagac
od studenta na egzaminie; dla wyjasnienia dodajmy (nie objasniajac reszty pojec),
ze przestrzenie metryczne sa zawsze parazwarte (twierdzenie Stone'a, 1948); stad
wlasnie (B)=* (A).

Trudnosc dowodu twierdzenia (A) polega na tym, ze jest wiele kluczy w postaci
wlasnosci przestrzeni metrycznych, które mozna by w dowodzie wykorzystac;
który wiec wybrac? Próbujac dowiesc (B) nic takiego nas nie dreczy; parazwartosc
to okreslona wlasnosc - klucz, która stanowi doskonala podpowiedz.

Wiele slynnych dowodów to dowody twierdzen od razu trudniejszych. Chcac
dowiesc, zen jest niewymierne, Lambert (1767) dowiódl, ze jeslitgx jest liczba
wymierna, tox jest liczba niewymierna; stad niewymiernoscn, bo tg(n/4) = l.

Lindemann (1882) dowodzac niealgebraicznosci liczbyn dowodzil od razu, ze
jesli liczba eZ jest wymierna, to liczba (zespolona)z nie jest algebraiczna; stad
niealgebraicznosc liczbyn, bo e2"1 = l. Lindemann dowodzil wszakze
twierdzenia jeszcze dalej idacego: nie istnieja rózne od zera liczby algebraiczne
al' ... , an i rózne liczby algebraiczneXl' o •• , Xn takie, zealex,+ .0' +anex, = O.

Bylo to ulatwienie (!), bo umozliwialo wejscie na droge przetarta wczesniej przez
Hermite'a, który dowiódl (1873), ze nie istnieja rózne od zera liczby calkowite
al, 'H, an i rózne liczby calkowitemI, H" mn takie, ze alem, + ... +anem•= O, co
oznaczalo (ex deJinitione) niealgebraicznosc liczby e.

Paradoksalnosc opisanych sytuacji bierze sie glównie z uproszczonego patrzenia
na twórczosc matematyczna, w której zauwaza sie przede wszystkim dowody
twierdzen, bo tylko one sa utrwalane na pismie i podlegaja obiektywnym ocenom.
Praca mysli polegajaca na odrzucaniu falszywych tropów, poszukiwaniu
prawdopodobnych rozwiazan, a w koncu formulowaniu sprawdzalnych hipotez,
bywa w rezultacie ignorowana. Zygzaki mysli prowadzace do odkrycia
pozostaja przewaznie nieznane.

Uwidocznia je historia, jesli droga do odkrycia rozklada sie na lata i na wielu
ludzi.

W poszukiwaniach matematycznych (jak we wszystkich innych) trudnosci bywaja
najczesciej zwiazane z wyborem sposród napotykanych mozliwosci. Na danym
kroku nie musi byc ich wiele, ale kazdy niewlasciwy wybór to nieraz przekreslenie
szans.

Juz wybór z dwu mozliwosci moze byc duzym utrudnieniem. Próbujac
rozstrzygnac zagadnienie nie wiemy z góry o wyniku. Natrafiajac na trudnosci
oscylujemy miedzy poszukiwaniami dowodu i kontrprzykladu. O ilez latwiej
szuka sie dowodu, jesli sie wie, ze twierdzenie jest prawdziwe.

Kiedy Lindemann dowiódl niealgebraicznosci liczbyn (dodajmy, ze zagadnienie
bylo w sposób wyrazny postawione przeszlo sto lat przedtem przez Lamberta),
posypaly sie inne dowody: J. F. Koksma wDiopkantische Approximationen
(Springer 1936) wspomina (na str. 60) o co najmniej dwudziestu; tzw. drugie
dowody sa zwykle prostsze, a ich glebszy sens polega czesto na tym, ze ukazuja
nowe powiazania danego twierdzenia z innymi i jego dodatkowe znaczenia.

A oto przyklad lzejszego kalibru i prosciej sie tlumaczacy. Martin Gardner
w ksiazceAha! Insight (1978) opisuje (na str. 54) jak to Mr. Tack bezskutecznie
lamal glowe nad obliczeniem pola miedzy dwoma koncentrycznymi okregami
(takiego ksztaltu byl hall, w którym mial polozyc dywan) majac podany jeden
tylko wymiar: dlugosc cieciwy wiekszego okregu bedacej jednoczesnie styczna do
mniejszego. Kiedy jednak dowiedzial sie, ze Mr. Sharp, którego uwazal za dobrego
matematyka, wie jak to zrobic, przestal miec jakiekolwiek trudnosci.
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Run'iazanie zadania M 378, Szescian
o krawedzi a mozna rozciac;

l) na 8 szescianów o krawedzi ~a,
Z

2) na 1 szescian o krawedzi} a i 19

szescianów o krawedzi....!..a - razem 20
3

sze,kianów,

3) na 1 szescian o 'krawedzi{a i 37

szescianów o krawedzi ~ - razem 38

szescianów,

'Y/ynika stad, ze z rozciecia nan szescianów
mozna otrzymac rozciecie na n+ 7, n+ 19

i n + 37 szescianów - dzielac jeden

z szescianów rozbicia odpowiednio wedlug
metody 1), 2) lub 3),

Wsród mozliwyc!1 pOdLia/ów beda miedzy

innymi t~kie, w których liczba czesci wyniesie
k, = 1+7 = 8, k2 = 1+19 = 20, k, =
= k2+19 = 39, k. = k,+ 19 = 58, k. =
= k.+ 19 = 77, k. = 1+ 37 = 38, K7 =
=k.l-37~75,
eraz (dla i = 1,2, ,,7 oraz", = 0,1, .,)

k = k,+7m,

Porjewai ;ed.nak res.zty z di:ieleni<ii;, pruz 7

nc·sza odpowiednio 1,6,4,2, O. 3 i S, wIec

k przyjuJuje w~zystJde wartosci naturalne

P(",c.zY-':'2Jec cd ·mu;.. (hl;, czyli 0<1 77

Twórcy matematyki nigdy nie mieli watpliwosci, gdzie le~ punkt ciezkosci
w rozwiazywaniu zagadnien. Imre Lakatos, który cala swoja ksiazkeProofs and
refutations (1976) poswieca roli hipotez w matematyce, pisze w niej (w odnosniku
na str. 9):

To, ze hipotezy (twierdzenia) wyprzedzaja dowody, bylo d/a matematyków
starozytnosci rzecza naturalna. Wedlug Prok/osa" ... trzeba wiedziec wczesniej,
czego sie szuka". Grecy nie przywiazywali wagi do stwierdzen, które udawalo sie
im uzyskiwac po drodze, jesli przedtem nie byly przewidziane. Nazywali je
poryzmatami (wnioskami, rezultatami ubocznymi pojawiajacymi sie przez przypadek
i bez zaslugi), stanowiacymi, jak pisal Proklos, rodzaj spadlego owocu lub daru losu.
W nocie do jednej z prac Eulera mozna przeczytac, ze twierdzenia arytmetyczne
"sa odkrywane na dlugo przedtem, nim ich prawda zostaje potwierdzona scislymi
dowodami". Podobno Gauss skarzyl sie: "mam rezultaty juz od dawna, nie wiem
jednak dotad, jak sie do nich dobrac"; Riemann zas mówil: "Gdybym mial tylko
twierdzenia. Dowody znalazlbym z latwoscia". Polya upominal: "Masz znac
najpierw twierdzenia, zanim zabierzesz sie do dowodzenia",

Waclaw Sierpinski w liscie do redakcjiMatematyki (rocznik 11 (1958), zeszyt
4-6, str. 1) pisze:Twierdzenia matematyczne nosza zwykle nazwisko tego, który
je pierwszy sformulowal, niezaleznie od tego, czy je udowodnil.
Twierdzenie Waringa zostalo ... udowodnioneprzez Hi/berta, ale nie przestano je
nazywac twierdzeniem Waringa. Na przyklad tak zwane wielkie twierdzenie
Fermata bedzie nosilo nazwisko Fermata, a nie tego, który je moze kiedys
udowodni.

Otrzymanie twierdzenia mocniejszego nie bywa wiec latwiejsze. Chociaz, moze
bylo tak dla nieuwaznego Jasia, któremu traf podarowal wlasciwa hipoteze. Nie
bylo to jednak w sumie latwiejsze w przypadku liczb Fibonacciego, jesli sie
uwzgledni podpowiedz koledze. Student, który dowodzil twierdzenia
o osrodkowosci od razu dla przestrzeni parazwartych, oprócz podpowiedzi dostal
przedtem caly zapas wiadomosci o wpisywaniu pokryc, a ten, który dowodzil
nierównosci 'J'{,c < e", szedl (juz po podpowiedzi) utarta od przeszlo dwu stuleci
droga. Niech pozostanie (zgodnie z przeznaczeniem) zagadka i jednoczesnie .
zadaniem z geometrii pytanie, dlaczego bylo tak wazne dla Mr. Tacka wiedziec,
ze Mr. Sharp wie. Doliczmy do trudu Lindemanna trud Hermite'a. I jesli udaje '
nam sie czasem znalezc elegancki dowód znanego twierdzenia, to wypada nam
sobie wtedy przypomniec, ze nie jestesmy przez to lepsi od znakomitych
poprzedników. ,

Kacik Czytelniczy

Jak spedzaly czas angielskie ladies w latach trzydziestych dziewietnastego stulecia?

Z czasopisma The Mathematician (vol. III, London 1848) przepisujemy zadanie nr 187.

CLXXXVll (Dr. Rutherford) Znalezc nierzeczywiste pierwiastki równania

x'+3x4+2x3+3x2-2x-2 = O

Rozwiazanie (Dr. Rutherford, autor). Poslugujac sie zwykla metoda badania wlasnosci
pierwiastków równan znajdujemy latwo, ze dane równanie ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty,
a wobec tego cztery pierwiastki nierzeczywiste czy "niemozliwe". Rzeczywistym pierwiastkiem

tego równania jest 1,05910900346 (patrzLady's Diary na rok 1839, str. 47), a aby znaleZC
pierwiastki nierzeczywiste, musimy.,.

. ,. tak wiec czterema pozostalymi pierwiastkami sa

-0,247951472742± iyO,402475312370oraz

-1,781603028989± i }/0,893699913966.

(Pominelismy oczywiste rachunki -Red.)


