Dr A. K., po przeczytaniu rekopisu tego
artykulu, zwrécil autorowi uwagg, ze inny
dobrze znany sposob to wsadzi¢ walizke

i kufer do znacznie wiekszej od nich paki
(ogdlniejszej réwnosci):

Upim = Up—y ' Mt tin * Hmyo

(przy m = n dostajemy latwo pierwsza

z poprzednich réwnosci, a przy m = n+ 1
druga); 1¢ juz bez najmniejszego wysilku
przemieszcza nam zwykla indukcja wzgledem
m. Jest to sposdb latwiejszy niz diwiganie
walizki i kufra razem badi oddzielnie.

Jetli A wynika z B, ale B nie wynika z A, to
zwyklo sie mowic, ze stwierdzenie A jest
slabsze niz B.

Dowdd twierdzenia mocniejszego moze
by¢ latwiejszy

Prof. dr Jerzy MIODUSZEWSKI

,,Nie moge wnies¢ tej walizki na I1I pigtro, jest ona za cigzka; wobec tego wezme
pod drugg pachg ten oto kufer” — w taki to ironiczny sposéb przedstawia
Cat-Mackiewicz monolog wewnetrzny pewnej postaci z niedawnej przeszlosci
(Zielone oczy, str. 177, wyd. 1959).

Od tego rodzaju desperackich decyzji nie sa wolni i matematycy; co wigcej, sa
nieraz do tego przez matematyke zachecani. Liczby Fibonacciego,
1,1, 2, 3,5, 8 13, ..., tworzy si¢ tak, ze kazda poczawszy od trzeciej jest sumg
dwu poprzednich, u,,, = u,_,+u,. Jesli ktos chce zada¢ torturg mniej
doswiadczonemu koledze, moze mu da¢ do udowodnienia, ze

Upn = Uppy—Us_1,
a potem, juz zmegczonemu, daé¢ pod druga pache kufer:

Uzni1 = Upsy+iUn,

1 przygladac sig, jak $wietnie sobie radzi.

Zjawisko prosto si¢ thtumaczy: w dowodzie indukcyjnym (bo taki przyjdzie tu
prowadzi¢) sprawdzenie prawdziwosci tezy na pierwszych krokach bywa
przewaznie latwe, wigc dodanie nowej tezy na ogdl nie zwigksza trudnosci;
przejscie z n na n+ 1 moze jednak okazaé si¢ fatwiejsze, bo mamy teraz dodatkowe
zaloZzenie umozliwiajace ruszenie z martwego punktu.

L. Cinman w Kwancie 11 (1976), str. 9—12, pisze o nieuwaznym Jasiu, ktory zle
1-3-... -(2n-1)
2-4. ... 2n
musiat dowie$é (przez indukcjg) mocniejszej nieréwnosci, w ktérej zamiast J/n
mial )'n+ 1. Autor cytowanego artykutu analizuje te paradoksalne sytuacje

z punktu widzenia teorii dowodu.

przepisal tres¢ zadania'i przez to zamiast nierownosci <llyn

Ale i poza zakresem dowodow indukcyjnych zdarza sig, ze dowdd twierdzenia
mocniejszego bywa latwiejszy. Rzecz jest ciekawa z punktu widzenia psychologii
myslenia matematycznego. George Polya w swojej ksigzce Jak to rozwigzaé
(tlumaczenie polskie, Warszawa 1964, Biblioteka Probleméw 71) nazywa to
zjawisko paradoksem odkrywcy komentujgc je wieloma przykladami.

Stwierdzenie

(A) istnieje liczba rzeczywista x speiniajaca réwnanie 5x*—x*—72 = 0
jest stabsze niz stwierdzenie
(B) liczba 2 speinia réwnanie 5x*—x*—72 = 0;

ale dowod tego stabszego stwierdzenia wymaga pewnej wiedzy, a dowod
twierdzenia (B) (mocniejszego) nie sprawi ktopotu nawet dziecku, jesli wie ono,
co to jest potega liczby.

Ta rzecz tez si¢ prosto ttumaczy. Wyobrazmy sobie stos kluczy i zamek.

Stwierdzenie

(A) ktoérys z tych kluczy otwiera zamek,
jest stabsze niz stwierdzenie
(B) ten klucz otwiera zamek;

ale jesli stos kluczy jest dos¢ pokazny, to dowdd stwierdzenia A bedzie
odpowiednio trudny; dowod stwierdzenia B sprowadza sig¢ do otwarcia zamka
wskazanym kluczem, co polega na wykonaniu pewnej czynnosci; w matematyce
odpowiada to wykonaniu dowodu.

Podobnie jest z uogdlnieniami. Bardzo intrygujgce jest pytanie: co jest wigksze,
7° czy e™? Student I roku bez trudu wszakze wstawi wlasciwy znak nieréwnosci
miedzy funkcje x*ie* dla x > e.



Oto przykiad z matematyki bardziej zaawansowanej. Nastepujace twierdzenie,
dowodzone przez Aleksandrowa (1924) i Sierpifiskiego (1933), bylo uwazane za
trudne:

(A) jesli przestrzen metryczna jest spojna i lokalnie osrodkowa, to jest
osrodkowa.

Z czasem uleglo ono wzmocnieniu do twierdzenia

(B) jesli przestrzen parazwarta jest spdjna i lokalnie osrodkowa, to jest
osrodkowa,

ktore nie jest uwazane za szczegolnie trudne i ktorego dowodu mozna wymagaé
od studenta na egzaminie; dla wyjasnienia dodajmy (nie objasniajac reszty pojec),
Ze przestrzenie metryczne sg zawsze parazwarte (twierdzenie Stone’a, 1948); stad
wlasnie (B) = (A).

Trudno$¢ dowodu twierdzenia (A) polega na tym, Ze jest wiele kluczy w postaci
wlasnosci przestrzeni metrycznych, ktére mozna by w dowodzie wykorzystaé;
ktory wige wybrac¢? Prébujac dowies¢ (B) nic takiego nas nie dreczy; parazwartosc
to okreslona wlasno$¢ — klucz, ktora stanowi doskonala podpowiedz.

Wiele stynnych dowodéw to dowody twierdzen od razu trudniejszych. Cheac
dowies¢, Zze m jest niewymierne, Lambert (1767) dowiddl, ze jesli tgx jest liczbg
wymierng, to x jest liczbg niewymiernag; stad niewymierno$¢ x, bo tg(n/4) = 1.
Lindemann (1882) dowodzac niealgebraicznosci liczby = dowodzil od razu, ze

Liczbe a (rzeczywista lub zespolong) nazywamy

e sy kit Gt jc_éii liczba_ ¢ jes:t “_rymierna, to liczba (zcs;mlona) z nie jest qlgebraiczna; stad
:]m_r?- il :.L.m“-i-m w:,o ;a'n oA niealgebraiczno$é liczby m, bo ™ = 1. Lindemann dowodzit wszakze
jest pierwiastkiem. twierdzenia jeszcze dalej idacego: nie istniejg rézne od zera liczby algebraiczne

a,, ..., a, i rozne liczby algebraiczne x,, ..., x, takie, ze a,e™ + ... +a,e™ = 0.
Bylo to ulatwienie (!), bo umozliwialo wejscie na droge przetarta wczesniej przez
Hermite’a, ktéry dowiddt (1873), Ze nie istnieja réZzne od zera liczby catkowite
a,, ..., a, i rozne liczby catkowite m,, ..., m, takie, ze a;e™+ ... +a,e™ = 0, co
oznaczalo (ex definitione) niealgebraicznos¢ liczby e.

Paradoksalnoé¢ opisanych sytuacji bierze si¢ gldwnie z uproszczonego patrzenia
na tworczosé matematyczng, w ktorej zauwaza si¢ przede wszystkim dowody
twierdzen, bo tylko one s3 utrwalane na pi$mie i podlegaja obiektywnym ocenom.
Praca mysli polegajaca na odrzucaniu falszywych tropéw, poszukiwaniu
prawdopodobnych rozwiazan, a w koncu formutowaniu sprawdzalnych hipotez,
bywa w rezultacie ignorowana. Zygzaki mysli prowadzace do odkrycia

pozostajg przewaZnie nieznane.

Uwidocznia je historia, je§li droga do odkrycia rozklada si¢ na lata i na wielu
ludzi.

W poszukiwaniach matematycznych (jak we wszystkich innych) trudnosci bywaja
najczesciej zwiazane z wyborem sposréd napotykanych mozliwosci. Na danym
kroku nie musi by¢ ich wiele, ale kazdy niewlasciwy wybdr to nieraz przekreslenie
szans.

Juz wybér z dwu mozliwosci moze by¢ duzym utrudnieniem. Probujgc
rozstrzygnaé zagadnienie nie wiemy z gory o wyniku. Natrafiajac na trudnosci
oscylujemy miedzy poszukiwaniami dowodu i kontrprzykladu. O ilez latwiej
szuka si¢ dowodu, jesli si¢ wie, Ze twierdzenie jest prawdziwe.

Kiedy Lindemann dowiodt niealgebraicznosci liczby = (dodajmy, Ze zagadnienie
bylo w spos6b wyraZny postawione przeszio sto lat przedtem przez Lamberta),
posypaly si¢ inne dowody: J. F. Koksma w Diophantische Approximationen
(Springer 1936) wspomina (na str. 60) o co najmniej dwudziestu; tzw. drugie
dowody sa zwykle prostsze, a ich glebszy sens polega czgsto na tym, ze ukazuja
nowe powigzania danego twierdzenia z innymi i jego dodatkowe znaczenia.

A oto przyklad lzejszego kalibru i prosciej si¢ tlumaczacy. Martin Gardner

w ksigzce Aha! Insight (1978) opisuje (na str. 54) jak to Mr. Tack bezskutecznie
lamal glowe nad obliczeniem pola migdzy dwoma koncentrycznymi okrggami
(takiego ksztaltu byt hall, w ktérym miat polozy¢é dywan) majac podany jeden
tylko wymiar: dlugos¢ cieciwy wigkszego okregu bedacej jednocze$nie styczna do
mniejszego. Kiedy jednak dowiedzial si¢, Ze Mr. Sharp, ktérego uwazal za dobrego
matematyka, wie jak to zrobi¢, przestal mie¢ jakiekolwiek trudnosci.
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Tworcy matematyki nigdy nie mieli watpliwoéci, gdzie leZzy punkt cigzkosci

w rozwigzywaniu zagadnien. Imre Lakatos, ktory cala swoja ksiazke Proofs and
refutations (1976) poswigca roli hipotez w matematyce, pisze w niej (w odnosniku
na str. 9):

To, ze hipotezy (twierdzenia) wyprzedzajq dowedy, byle dla matematykéw
starozytnosci rzeczq naturalng. Wediug Proklosa ,,... trzeba wiedzie¢ wczesniej,
czego sig szuka”. Grecy nie przywiqzywali wagi do stwierdzen, ktére udawalo sie

im uzyskiwaé po drodze, jesli przedtem nie byly przewidziane. Nazywali je
poryzmatami (wnioskami, rezultatami ubocznymi pojawiajqcymi sie przez przypadek
i bez zaslugi), stanowigcymi, jak pisal Proklos, rodzaj spadiego owocu lub daru losu.
W nocie do jednej z prac Eulera mozna przeczytac, ze twierdzenia arytmetyczne
,,5q odkrywane na dlugo przedtem, nim ich prawda zostaje potwierdzona $cistymi
dowodami”. Podobno Gauss skarzyl sig: ,,mam rezultaty juz od dawna, nie wiem
Jjednak dotqd, jak sie do nich dobraé”; Riemann zas méwil: ,,Gdybym mial tylko
twierdzenia. Dowody znalazibym z latwosciq”. Polya upominal: ,,Masz znaé
najpierw twierdzenia, zanim zabierzesz si¢ do dowodzenia”.

Wactaw Sierpinski w liscie do redakcji Matematyki (rocznik 11 (1958), zeszyt
46, str. 1) pisze: Twierdzenia matematyczne noszq zwykle nazwisko tego, ktéry
je pierwszy sformulowal, niezaleznie od tego, czy je udowodnil.

Twierdzenie Waringa zostalo... udowodnione przez Hilberta, ale nie przestano je
nazywaé twierdzeniem Waringa. Na przykiad tak zwane wielkie twierdzenie
Fermata bedzie nosilo nazwisko Fermata, a nie tego, ktdry je moze kiedy$
udowodni.

Otrzymanie twierdzenia mocniejszego nie bywa wigc latwiejsze. Chociaz, moze
byto tak dla nieuwaznego Jasia, ktéremu traf podarowat wilasciwa hipotezg. Nie
bylo to jednak w sumie latwiejsze w przypadku liczb Fibonacciego, jesli sig
uwzgledni podpowiedz koledze. Student, ktéry dowodzit twierdzenia

o o$rodkowosci od razu dla przestrzeni parazwartych, oprécz podpowiedzi dostatl
przedtem caly zapas wiadomosci o wpisywaniu pokry¢, a ten, ktéry dowodzit
nieréwnosci #* < e”, szedl (juz po podpowiedzi) utarta od przeszto dwu stuleci
droga. Niech pozostanie (zgodnie z przeznaczeniem) zagadkg i jednoczesnie
zadaniem z geometrii pytanie, dlaczego bylo tak wazne dla Mr. Tacka wiedzie¢,
#e Mr. Sharp wie. Doliczmy do trudu Lindemanna trud Hermite’a. I jesli udaje
nam sig¢ czasem znaleZ¢ elegancki dowod znanego twierdzenia, to wypada nam
sobie wtedy przypomnie¢, Ze nie jesteSmy przez to lepsi od znakomitych
poprzednikow.

Kacik Czytelniczy

Jak spedzaly czas angielskie ladies w latach trzydziestych dziewigtnastego stulecia?
Z czasopisma The Mathematician (vol, III, London 1848) przepisujemy zadanie nr 187.

CLXXXVII (Dr. Rutherford) Znalez¢ nierzeczywiste pierwiastki rownania
X434+ 234+ 3x3—-2x—-2 =0

Rozwigzanie (Dr. Rutherford, autor). Postugujac si¢ zwykia metoda badania wlasnoSci

pierwiastkéw réwnan znajdujemy latwo, Ze dane réwnanie ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty,

a wobec tego cztery pierwiastki nierzeczywiste czy ,,niemozliwe”. Rzeczywistym pierwiastkiem

tego rownania jest 1,05910900346 (patrz Lady's Diary na rok 1839, str, 47), a aby znale#¢

pierwiastki nierzeczywiste, musimy...

... tak wigc czterema pozostalymi pierwiastkami sg

—0,247951472742 + i 1/0,802475312370 oraz

—1,781603028989 + i /0,893699913966.

{PomineliSmy oczywiste rachunki — Red.)



