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Wlasnosci wahadla matematycznego zna kazdy CzytelnikDelty,

a niektórzy potrafia z pewnoscia opisac zjawiska zachodzace
w ukladzie dwóch wahadel sprzezonych. Nie jest to trudne
w przypadku malych wychylen ze stanu równowagi. Opis duzych
drgan nastrecza juz znacznie wieksze klopoty.

W tym artykule chcemy przedstawic zjawiska zachodzace
w ukladzie kilkudziesieciu, kilkuset, a takze nieskonczenie wielu

oddzialujacych ze soba identycznych wahadel matematycznych.
Na poczatek polecamy Czytelnikowi wykonanie modelu.
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Bierzemy dosc gruba elastyczna gume - najlepiej sluzaca do
napedu modeli latajacycb. o przekroju l -;.-2mm2 i pudelko
szpilek krawieckich z duzymi szklanymi lepkami. Naciagamy
nieco gume mocujac ja prowizorycznie np. na stole i co
5 -;.-10 mm wbijamy szpilki, jak na rys. 1. Wazne, by wszystkie
byly wbite w jednej plaszczyznie i byly jednakowej dlugosci.
Nastepnie delikatnie zwalniamy naciag i ... model gotowy.

Trzymajac gume palcami za konce wywolujemy gwaltowny obrót
jednego z nich o360Q• Wywolane w ten sposób zaburzenie
rozchodzi sie wzdluz lancucha wahadel. Nasz model stanowi
jedynie przyblizenie ukladu sprzezonych wahadel matematycznych,
ale wystarczajaco dobre, aby ujawnic niektóre istotne cechy fal
rozchodzacych sie w takiej strukturze. Zanim to zademonstrujemy,
rozwiazmy problem teoretycznie.

Przy oznaczeniach jak na r)'s. 2, gdzie ,1 oznacza odleglosc
miedzy wahadlami, m zas jest gestoscia liniowa (g/cm),
na k-te wahadlo dziala: skladowa sily ciezkosciFk = ,1mgsihlpk'

gdzie ,1m jest masa punktu materialnego na koncu wahadla,
oraz momenty sil wynikajace z oddzialywania wahadelk + l
i k-l na wahadlo k-te. Oznaczmy jeMk, k+ l i Mk,k-l'

Zalózmy, ze to oddzialywanie jest proporcjonalne jedynie do
róznic ich wychylen katowych, tj. zeMk,k±l = tX(lpk±l-lpk)/,1,

a wspólczynnik tXcharakteryzuje wlasnosci sprezyste gumy (dla
drgan skretnych).

Równanie ruchu k-tego wahadla

Rys. 2 (1)

w którym ak jest przyspieszeniem katowym k-tego wahadla,
a I jego dlugoscia, przyjmie postac

I d2lp.(t) . tX lpk+ l (tH lpk-l (t)- 2lpk(t)
(3) ---- = -SInlpk(t)+ -- .------------.--

g dt2 mgl ,12

Poniewaz przyspieszenie katowe jest druga pochodna
wychylenia wzgledem czasu, ten uklad równan mozna zapisac

jeszcze inaczej:

Jest to uklad równan rózniczkowo-róznicowych opisujacy

wlasnosci ciagu waha deI matematycznych oddzialujacych ze
soba wedlug najprostszej recepty: oddzialywanie dotyczy jedynie
sasiednich wahadel i jest liniowe wzgledem róznicy wychylen.

Gdy oddzialywanie. sasiednich wahadel jest slabe, tj. gdy
tX-> O, uklad ten zdaza do ukladu niezaleznych równan
opisujacych drgania kazdego z wahadel osobno:I/glp~'(t) =
= -sinlpk(t). Przy malych drganiach(lpk ~ l, lpk mierzone
w radianach) sinlpk ;;;:lpk i Czytelnik rozpozna wzór opisujacy
drgania oscylatora harmonicznego. Gdy"zageszczamy" wahadla,

,1mPak = -,1mg/sinlpk+ tX(lpk+l +lpk-l -2lpk)/,1,

dla k = l, 2, ....

(2)

Rysunki komput~rowe na okladce przedstawiaja ewolucje
wedlug równania sinus-Gordona (kolejno od prawego
górnego rogu):

- zaburzenia w postaci dWl.ch zalaman poruszajacych sie
na tle nieruchomego solitonu liniowego,

- breathera o ksztalcie eliptycznym,

- solitonu kolowego bez predkosci poczatkowej
(po wstepnym kurczeniu sie obiekt zaczyna sie rozszerzac
interferujac z odbiciami od brzegu),

- solitonu kolowego zderzajacego sie z kolowym
antysolitonem (proces jest symetryczny wzgledem osi x i y,
dlatego na rysunkach przedstawiono tylko jedna cwiartke),

-dwóch zderzajacych sie solitonów.

Rysunki pochodza z pracy: P. Chr:stiansen, P. Lomdahl
- Physica 2D, 482, 1981.

Rysunki zderzen solitonów wartykul e pochodza z ksiazki:
G. Eilenberg, Solitony, Springer-Verlag (1981).

Nasza okladka
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sin '1'1.2

Rys. 3

zmniejszajac równoczesnie ich mase.dm tak, by gestoscm
pozostawala stala, tzn. gdy przechodzimy do granicyL1 -+ O,

ostatni wyraz równania zdaza doiJ2q;/ox2, a cale równanie
przyjmuje postac

l 02q;(X, t). ex 02q;(X, t)
----- = -smq;(x, t)+ ------,
g ot2 mgl ox2

_ gdzie poszukiwana funkcja q; zamiast zalezec od numeru wahadla
k, zalezy teraZ od wspólrzednejx mierzonej wzdluz lancucha
wahadel i oczywiscie takze od czasut. Dokonajmy jeszcze
zabiegu kosmetycznego - wprowadzmy nowe skale czasu
i odleglosci

T = V ~r,/ ~ = V m;1 x,

a równanie przyjmie slawna postac

(6) iJ2q;(~, T) 02q;(~, T) = sinq;(~, T).. --- 2-0~2 OT

Rys. 4

~""

Jest to juz równanie rózniczkowe (czastkowe) i nieliniowe,
gdyz poszukiwana funkcja q; wystepuje w wyrazie sinq;. Dlatego
tez nosi nieco dziwna nazwe: równanie sinus-Gordona (przez
podobienstwo do innego slawnego równania Kleina-Gordona,
identycznego niemal z (6), lecz bez operacji sin). Równanie
sin-Gordona bylo znane juz geometrom w XIX wieku, ale
prawdziwe zainteresowanie wzbudzilo dopiero, gdy okazalo sie,
ze ma rozwiazania soli tonowe (por. artykuly A. KuszlaDelta

10/1981, S. WojciechowskiegoDelta 1/1983) i wystepuje w
niezliczonej liczbie problemów fizycznych, takich jak
zagadnienie wymuszonej przezroczystosci osrodka przy
przechodzeniu silnych fal elektromagnetycznych, rozchodzenie
sie dyslokacji w krysztalach, mechanizmy ruchu domen
ferromagnetycznych, drgania w dlugich lancuchach struktur
organicznych, ruch wirów pól magnetycznych w tzw. zlaczach
Josephsona i niektóre zagadnienia w teorii czastek
elementarnych.

Przyjrzyjmy sie blizej niektórym rozwiazaniom równania (6).
Rozwiazan tych jest nieskonczenie wiele i, o dziwo, "polowa"
daje sie przedstawic przez funkcje elementarne.

Mozna sprawdzic przez rózniczkowanie, ze jesli

(7) Intg(q;/4) = ±(k~±wt),

przy warunku k2 - w2 = I, który da sie zapisac jeszcze inaczej

(8)
l

k = V1-u2-'

u

w = }ll-u2 '

to q; jest rozwiazaniem równania (6);u - jest pewnym
parametrem, u < 1, a znaki ± przed nawiasem i w nawiasie
w wyrazeniu (7) mozna przyjmowac niezaleznie, tzn.
+ +, + -, - +, - -

Na rysunku 3 zamiast funkcji q; wykreslilismy funkcje

Poniewaz q; jest wychyleniem wahadla ze stanu równowagi,

przeto sin (q;/2) przedstawia akurat obwiednie rzutu na
plaszczyzne pionowa konców szpilek w naszym modelu, gdy
jeden z konców gumy zostanie skrecony o3600 wzgledem
drugiego. Odrózniac nalezy skret zgodny z ruchem wskazówek
zegara i skret przeciwny, chociaz ich rzuty na plaszczyzne
pionowa wygladaja identycznie.

Stany te moga byc statyczne, gdyw = O i dynamiczne, gdy

w #.0, a "skret" porusza sie z predkosciav = w/k. Szerokosc
••skretu" w przypadku, gdy jest on nieruchomy, wynosiRy,.5

:2

(9)
. q;SID-=

2

2

ch(k~±wt)



Rys. ó

Rys. 7

Rys. 8
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lih"a, ~ 1,32[iX/mg1]1/2,natomiast gdy porusza sie:
óhd•• = óh.'a' Jll-v2/v3 .;; lihstat, gdzie Vo jest kresem górnym
osiaganych predkoscivij = IX/mF.

Fakt, iz obiekt poruszajacy sie ulega skróceniu proporcjonalnie
do y'1-v2/c2 (skrócenie Lorentza) jest charakterystyczny dla
zagadnien relatywistycznych i jest konsekwencja relacji (8).
Lancuch wahadel stanowi wiec takze pewien model procesu
relatywistycznego, choc ze szczególna teoria wzglednosci poza
wystepowaniem pierwiastka nie ma nic wspólnego.

Zamiast wykresów sin(<p/2) wygodnie jest wykreslaco<p/ox,

co zilustrowano na rysunku 4, gdyz wówczas obrazy skretów
przeciwnego i zgodnego z ruchem wskazówek zegara sa rózne.
Dla przyjetego dodatniego kierunku kata<p (rys. 2) pierwszy
bedzie dodatni, a drugi ujemny.

Obraz przestrzenny przedstawiajacy ewolucje w przestrzeni
i w czasie rozwiazania zawierajacego dwa takie obiekty
przedstawia rys. 5..Z uplywem czasu obiekt dodatni przesuwa
sie w prawo, ujemny - w lewo, az do momentu zderzenia,
po którym oba obiekty zamieniaja sie miejscami bez zmiany
ich ksztaltu (a w tym przypadku takze bez zmiany predkosci).
Obiekty o tej wlasnosci nosza nazwe soli tonów. Aby obiekty
takie mogly pretendowac do miana solitonów, musi zatem byc
ich przynajmniej dwa. Podstawowa konsekwencja ich
oddzialywania jest gwaltowne przesuniecie w chwili, gdy
znajduja sie blisko siebie, tak jak gdyby solitony o tej samej
skretnosci odpychaly sie, a solitony o przeciwnych
skretnosciach - przyciagaly. Dla pary obiektów o przeciwnych
skretnosciach przyjely sie nazwy soliton i antysoliton. Wynik
oddzialywania solitonu i antysolitonu z rys. 5 widac wyrazniej
na rys. 6, gdzie wykreslono trajektorie ich wierzcholków - tzw.
linie swiata. Po zderzeniu linie swiata pozostaja równolegle do
linii przed zderzeniem, lecz sa przesuniete.

Rys. 7 przedstawia proces potrójny: zderzenie dwóch solitonów
i antysolitonu. Czytelnik potrafi zapewne samodzielnie
naszkicowac odpowiednie linie swiata. Nalezy podkreslic, ze to,
co przedstawiono na rysunkach 5 i 7, stanowi wykres dokladnego
rozwiazania analitycznego równania (6), tak zwanych rozwiazan
dwu i trój-solitonowych, a poniewaz równanie jest nielirtiowe,
wykresy te nie sa oczywiscie zwykla suma dwóch lub trzech
rozwiazan jedno-solitonowych.

Oprócz wymienionych rozwiazan równanie sinus-Gordona
dopuszcza jeszcze inny obiekt, tzw. breather (w wolnym
tlumaczeniu: oddychacz). Odpowiada to stanowi zwiazanemu:
parze soliton-antysoliton, które pulsujac poruszaja sie
z jednakowa predkoscia i stanowia jeden obiekt. Rysunek 8
przedstawia wlasnie zderzenie prawie nieruchomego breathera
z antysolitonem. I

Jak widac z przytoczonych rysunków, solitony maja wiele cech
wlasciwych czastkom materialnym, wiele regul opisujacych ich
oddzialywania ma swoje odpowiedniki w dynamice cial
materialnych, a ze stanowia one równoczesnie dokladne
rozwiazania nieliniowych równan rózniczkowych, przesadzilo
to o ich karierze w fizyce i matematyce.

A nasz gumowy model? Mozna na nim wytworzyc solitony,
antysolitony, breathery, nawet stany wielosolitonowe
i obserwowac naj prostsze zderzenia. Gdyby jednak solitony
poruszaly sie nieco niemrawo, mozna spróbowac zmniejszyc
natezenie pola grawitacyjnego, ustawiajac gume skosnie, a nawet
prawie pionowo, lub dobierajac inne obciazenie szpilek.

Zyczymy ciekawyeh eksperymentów!


