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Rysunki komputerowe na oktadce przedstawiaja ewolucje
wedlug réwnania sinus—Gordona (kolejno od prawego
gornego rogu):

— zaburzenia w postaci dwech zalaman poruszajacych sig
na tle nieruchomego solitonu liniowego,

— breathera o ksztalcie eliptycznym,

— solitonu kolowego bez predkosci poczatkowej

(po wstepnym kurczeniu si¢ obiekt zaczyna si¢ rozszerzac
interferujac z odbiciami od brzegu),

— solitonu kolowego zderzajacego si¢ z kolowym
antysolitonem (proces jest symetryczny wzgledem osi x i y,
dlatego na rysunkach przedstawiono tylko jedna éwiartke),

—dwoch zderzajacych sig solitonow.

Rysunki pochodza z pracy: P. Christiansen, P. Lomdahl
— Physica 2D, 482, 1981.

Rysunki zderzen solitonow w artykule pochodza z ksigzki:
G. Eilenberg, Solitony, Springer—Verlag (1981). ;

Solitony w domu

Dr Jerzy ZAGRODZINSKI

Wiasnosci wahadla matematycznego zna kazdy Czytelnik Delty,
a niektorzy potrafia z pewnoscia opisa¢ zjawiska zachodzgce

w ukladzie dwoch wahadel sprzgzonych. Nie jest to trudne

w przypadku maltych wychylen ze stanu rébwnowagi. Opis duzych
drgan nastrecza juz znacznie wigksze klopoty.

W tym artykule chcemy przedstawic¢ zjawiska zachodzace
w ukladzie kilkudziesigeiu, kilkuset, a takze nieskonczenie wielu
oddzialujgcych ze soba identycznych wahadel matematycznych.
Na poczatek polecamy Czytelnikowi wykonanie modelu.

Bierzemy do$¢ grubg elastyczna gume — najlepiej sluzaca do
napedu modeli latajgeych o przekroju 1+2 mm? i pudetko
szpilek krawieckich z duzymi szklanymi tepkami. Naciagamy
nieco gume mMocujgc ja prowizorycznie np. na stole i co

5--10 mm wbijamy szpilki, jak na rys. 1. Wazne, by wszystkie
byly wbite w jednej plaszczyZnie 1 byly jednakowej diugosei.
Nastepnie delikatnie zwalniamy naciag i ... model gotowy.

Trzymajgc gume palcami za konce wywolujemy gwaltowny obrot
jednego z nich o 360°. Wywolane w ten sposob zaburzenie
rozchodzi sie wzdhuz fancucha wahadel. Nasz model stanowi
jedynie przyblizenie ukladu sprzgzonych wahadel matematycznych,
ale wystarczajaco dobre, aby ujawni¢ niektore istotne cechy fal
rozchodzacych sig w takiej strukturze. Zanim to zademonstrujemy,
rozwigzmy problem teoretycznie.

Przy oznaczeniach jak na rys. 2, gdzie A oznacza odlegloic
migdzy wahadlami, m za$ jest gestoscig liniowa (g/cm),

na k-te wahadlo dziala: skladowa sity cigzkosci Fy = Amgsing,
gdzie Am jest masa punktu materialnego na koncu wahadla,
oraz momenty sil wynikajace z oddziatywania wahadet k+ 1

i k—1 na wahadlo k-te. Oznaczmy je My, k41 | My, k1.
Zalozmy, Ze to oddzialywanie jest proporcjonalne jedynie do.
réznic ich wychyleni katowych, tj. ze My, k1 = a(@es1—@)/4,
a wspolczynnik o charakteryzuje wlasnosci sprezyste gumy (dla
drgan skretnych).

Rownanie ruchu k-tego wahadia
(1) I(Amlay) = —IF+ My gey +Mii-1,

w ktorym g, jest przyspieszeniem kgtowym k-tego wahadla,
a [ jego dlugoscia, przyjmie postac

(2) Aml’ak = —Amgfsiﬂ@g + G(‘pkq- 1+ Pr-1 “zfp;)fd,
dla k=1,2,....

Poniewaz przyspieszenie katowe jest druga pochodng

wychylenia wzgledem czasu, ten uklad rownan mozna zapisac

jeszcze inaczej:

I d*qt o D)4 P (1) —2g(2)

(3) = L"{,}_ = —-Sil‘lq!?gff)+ = ﬂ+l{_“ _?R _]i. _z?_k__ X
g dr? mgl A

Jest to uklad rownan rozniczkowo-roznicowych opisujgey

wlasnosci ciagu wahadel matematycznych oddzialujacych ze

soba wedlug najprostszej recepty: oddziatywanie dotyczy jedynie

sasiednich wahadel i jest liniowe wzglgdem roznicy wychylen.

Gdy oddzialywanie sgsiednich wahadet jest stabe, tj. gdy

o — 0, ukiad ten zdaza do ukladu niezaleznych rownan
opisujacych drgania kazdego z wahadel osobno: //gg’(1) =
= —singi(r). Przy malych drganiach (g < 1, @, mierzone

‘w radianach) sing; = @ 1 Czytelnik rozpozna wzor opisujacy

drgania oscylatora harmonicznego. Gdy ,,zageszczamy” wahadla,
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zmnicjszajac réwnoczeénie ich mase Am tak, by gestosé m
pozostawala stala, tzn, gdy przechodzimy do granicy 4 —po,
ostatni wyraz rownania zdaza do ¢*p/dx?, a cale rownanie
przyimuje postaé '
I &px, 1) o Pplx, 1)

= —sing(x, 1)+ —

4
@ 4 ar? mgl  dx*

- gdzie poszukiwana funkcja ¢ zamiast zaleze¢ od numeru wahadl

k, zalezy teraz od wspGirzednej x mierzonej wzdluz laficucha
wahadel i oczywiscie takze od czasu r. Dokonajmy jeszcze
zabiegu kosmetycznego — wprowadZzmy nowe skale czasu

i odleglosci

©) r=l/£¢, .g:]/L”_g_"x‘
! o

a rownanie przyjmie slawna postaé

P, 1) Pe, )
o oo

Jest to juz réwnanie rozniczkowe (czastkowe) i nieliniowe, ;
gdyz poszukiwana funkcja p wystepuje w wyrazie sing. Dlatego
teZ nosi nieco dziwng nazwe: réwnanie sinus-Gordona (przez i
podobienistwo do innego slawnego réwnania Kleina-Gordona,
identycznego niemal z (6), lecz bez operacji sin). Rownanie
sin-Gordona bylo znane juz geometrom w XIX wicku, ale L
prawdziwe zainteresowanie wzbudzilo dopiero, gdy okazalo sig,
ze ma rozwigzania solitonowe (por. artykuly A. Kuszla Delta |
10/1981, S. Wojciechowskiego Delra 1/1983) i wystgpuje w i
niezliczonej liczbie probleméw fizycznych, takich jak
zagadnienie wymuszonej przezroczystosci osrodka przy
przechodzeniu silnych fal elektromagnetycznych, rozchodzenie
si¢ dyslokacji w krysztalach, mechanizmy ruchu domen
ferromagnetycznych, drgania w dhugich lanicuchach struktur s
organicznych, ruch wirbw pol magnetycznych w tzw. zigczach |
Josephsona i niektore zagadnienia w teorii czastek 4
elementarnych. g

(6) = sing(£, 7).

Przyjrzyimy si¢ blizej niektérym rozwiazaniom réwnania (6). i
Rozwigzah tych jest nieskoficzenie wiele i, o dziwo, ,,polowa”
daje si¢ przedstawi¢ przez funkcje elementarne. ;

Mozna sprawdzi¢ przez rozniczkowanie, ze jesli
] Intg(p/4) = + (kftwi),
przy warunku k?—w? = 1, ktdry da si¢ zapisaé jeszcze inaczej

(8) k= vt W= ——

u
Vi-u*’ yi-u?
to ¢ jest rozwigzaniem réwnania (6); u — jest pewnym :
parametrem, ¥ < 1, a znaki + przed nawiasem i w nawiasie
w wyrazeniu (7) mozna przyjmowac niezaleznie, tzn.
e T

Na rysunku 3 zamiast funkcji ¢ wykresliliémy funkcje

® in—~ 1%

sin— = ————,

2 ch(k +wt)

Poniewaz @ jest wychyleniem wahadla ze stanu réwnowagi,
przeto sin (p/2) przedstawia akurat obwiednig¢ rzutu na
plaszczyzne pionowa koncow szpilek w naszym modelu, gdy
jeden z koficow gumy zostanie skrecony o 360° wzgledem s
drugiego. Odrozniaé nalezy skret zgodny z ruchem wskazowek
zegara i skret przeciwny, chociaz ich rzuty na plaszczyzne
pionowa wygladaja identycznie. -

Stany te moga by¢ statyczne, gdy @ = 0 i dynamiczne, gdy
w # 0, a ,skret" porusza sig z predkoscia v = w/k. Szerokosé
..skretu” w przypadku, gdy jest on nieruchomy, wynosi
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> Shyeer = 1,32[ce/mgl]'/?, natomiast gdy porusza sig:
Ohayn = OMyeac ¥ 1—0? 03 < Ohyrar, gdzie vg jest kresem goérnym
osigganych predkosci 23 = afmi®.

anfysoliton Fakt, iz obiekt poruszajgcy sie ulega skréceniu proporcjonalnie
do Y1—v?[c? (skrdocenie Lorentza) jest charakterystyczny dla
- zagadnien relatywistycznych i jest konsekwencija relacji (8).
Earicuch wahadel stanowi wigc takze pewien model procesu
relatywistycznego, chod ze szezegblng teoria wzglednosci poza

soliton

'
/ A \'\ \ wystepowaniem pierwiastka nie ma nic wspolnego.
A B - :
St \\ Zamiast wykresow sin(p/2) wygodnie jest wykreslaé do/dx,
t A \\ co zilustrowano na rysunku 4, gdyz wowczas obrazy skretow
/ N

przeciwnego i zgodnego z ruchem wskazéwek zegara sa rozne.
Dla przyjetego dodatniego kierunku kata ¢ (rys. 2) pierwszy

bedzie dedatni, a drugi ujemny.
Rys. 6

Obraz przestrzenny przedstawiajacy ewolucie w przestrzeni
i w czasie rozwiazania zawierajacego dwa takie obiekty

. przedstawia rys. 5. Z uplywem czasu obiekt dodatni przesuwa
sie w prawo, ujemny — w lewo, az do momentu zderzenia,
po ktérym oba obiekty zamieniajg sig miejscami bez zmiany
ich ksztaltu (a w tym przypadku takze bez zmiany predkosci).
Obiekty o tej wlasnosci nosza nazwe solitonéw. Aby obiekty
takie mogly pretendowaé do miana solitondw, musi zatem by¢
ich przynajmniej dwa. Podstawowa konsekwencja ich
oddzialywania jest gwaltowne przesunigcie w chwili, gdy
znajduja si¢ blisko siebie, tak jak gdyby solitony o tej samej

\ skretnoéci odpychaly sie , a solitony o przeciwnych

skretnosciach — przyciagaly. Dla pary obiektow o przeciwnych
skretnoéciach przyjely sie nazwy soliton i antysoliton. Wynik
oddzialywania solitonu i antysolitonu z rys. 5 wida¢ wyraZniej
na rys, 6, gdzie wykreflono trajektorie ich wierzcholkow — tzw.
linie §wiata. Po zderzeniu linie $wiata pozostaja réwnolegle do
linii przed zderzeniem, lecz s3 przesunigte.

Rys. 7 przedstawia proces potrojny: zderzenie dwoch solitonéw

i antysolitonu. Czytelnik potrafi zapewne samodzielnie
naszkicowa¢ odpowiednie linie Swiata. Nalezy podkresli¢, Ze to,
co przedstawiono na rysunkach 5 i 7, stanowi wykres dokiadnego
rozwigzania analitycznego rownania (6), tak zwanych rozwigzan
dwu i troj-solitonowych, a poniewaz roéwnanie jest nieliniowe,
Rys. 7 wykresy te nie sg oczywiscie zwykla suma dwoch lub trzech
rozwigzan jedno-solitonowych.

i Oprécz wymienionych rozwigzan rownanie sinus-Gordona
dopuszcza jeszcze inny obiekt, tzw. breather (w wolnym
tlumaczeniu: oddychacz). Odpowiada to stanowi zwigzanemu:
parze soliton-antysoliton, ktore pulsujac poruszajg si¢
z jednakowa predkoscig i stanowia jeden obiekt. Rysunek 8-
przedstawia wlaénie zderzenie prawie nieruchomego breathera
z antysolitonem.

Jak wida¢ z przytoczonych rysunkow, solitony maja wiele cech
wiasciwych czastkom materialnym, wiele regul opisujacych ich
oddzialywania ma swoje odpowiedniki w dynamice cial
materialnych, a Ze stanowig one rownoczesnie dokladne
rozwiazania nieliniowych rownan rozniczkowych, przesadzilo
to o ich karierze w fizyce i matematyce.

A nasz gumowy model? MoZna na nim wytworzy¢ solitony,
antysolitony, breathery, nawet stany wielosolitonowe

i obserwowaé najprostsze zderzenia. Gdyby jednak solitony
poruszaly sie nieco niemrawo, mozna sprobowac¢ zmniejszyc
natezenie pola grawitacyjnego, ustawiajac gume skosnie, a nawet
prawie pionowo, lub dobierajgc inne obciazenie szpilek.

Rys. § ; Zyczymy ciekawyeh eksperymentow!



