| Pe I-y petie 7 MZK Dojt?Zdia!eFl przez cztery lata dp szkoly. Na tras'ie mialem przesiadke i kazdy odcinek mogk':m
przejechac jednym z kilku autobuséw. Zawsze, kiedy stalern na przystanku, fascynowaly mnie
zwigzki pomiedzy czasem oczekiwania i liczbami wypisanymi na tabliczkach. Liczby te mialy

; oznaczad czestotliwose kursowania autobusow.
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Bylo to dla mnie oczywiste, Ze gdyby na przystanek dojezdzal co 10 minut jeden autobus, a ja
CH RZ/{S T 0 WSKI przyszedibym w sposéb losowy, to §rednio czekalbym 5 minut. Na moj przystanek podjezdzaly

jednak dwa odpowiadajace mi autobusy — nazwijmy je R i S. R podjezdzal co 10,a § — co
i1 minut i nijak nie moglem ani analitycznie, ani empirycznie ustali¢ wzoru, podajacego §redni
czas oczekiwania na ktérykolwiek z nich.

W konicu rozwiazalem to zadanie tak:
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W ciagu godziny przyjezdza T autobuséw R oraz = autobusow S. Lacznie TS
> B A= : LD ) e |,
autobusow obu linii, czyli tak jak gdyby w ciagu godziny jezdzilo ST autobusow jednej
11
linii, dajmy na to §. Na karteczce dla autobusu § napisano by, ze kursuje $rednio co T

11 .
godziny, zatem czekalbym srednio polowe tego, czyli 255 godziny. Z rozwiazania tego bylem

bardzo zadowolony, gdyZ otrzymane rownanie ogolne przypominalo mi réwnanie soczewki,
a optyke wtedy wyjatkowo lubilem.

Jako student zaproponowalem od niechcenia to samo zadanie na ¢wiczeniach z rachunku
prawdopodobieristwa, okazalo sig wtedy, Ze mamy temat na dwa kolejne zajecia. Niepoprawnosé
mojego rozwigzania wyszla na jaw bardzo szybko. Po pierwsze, rozwiazanie zalezy (przy
zalozeniu rzetelnosci MZK) od punktu startowego calego ,,do$wiadczenia”. Nie jest bowiem
obojetne, czy autobusy R i § wyjada rano z zajezdni jednoczesnie, czy, dajmy na to, w odstepie
polminutowym. Po drugie za$ zaloZenie, ze para autobusdéw R i S moze by¢ zastapiona przez
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Jeden autobus § kursujacy regularnie co 26 godziny jest bledne. Przerwy pomiedzy

przyjazdami R i S s przeciez z konieczno$ci nieregularne, Moze sie na przyklad zdarzy¢, ze

oba przyjada na przystanek jednocze$nie i wtedy tracimy w globalnym rozrachunku jeden autobus.
Po stwierdzeniu tych faktow okazalo sig, ze cho¢ wszyscy wiemy o co chodzi, to mamy duze
trudno$ci w samym sformulowaniu zadania w sposob precyzyjny. W koricu brzmialo ono tak:

Mamy dwie niezalezne zmienne losowe o rozkladzie jednostajnym: X na odcinku [0, @] oraz ¥
na odcinku [0, b), gdzie a i b oznaczajg odstepy pomiedzy przyjazdami autobuséw odpowiednio
R i S (czyli w moim przypadku @ = 10, b = 11 min.). Nalezy obliczy¢ warto$é¢ oczekiwang
zmiennej ;

Z = min(X,Y).

Rozwigzmy to zadanie odwolujgc si¢ do intuicji geometrycznych. Wyobrazmy sobie funkcje
f(x, ¥) = min(x, y) okreslona na prostokacie [0, a] x [0, b]. Nasze losowe przyjscie na
przystanek réwnowazne jest losowemu wyborowi punktu tego prostokata, za wspotrzedne

*tego punktu okreslaja, jak dlugo bedziemy czekaé na kazdy z dwoch autobusow. Funkeja min
odpowiada temu, Ze wsiadziemy do autobusu, ktoéry wezesniej przyjedzie.

Srednia wartosé funkeji fjest to wysoko$é prostopadioscianu o podstawie a- b i objetosci
rownej objetosci bryly znajdujacej sie pod wykresem funkcii /.

Zalézmy, ze b > a. Na trojkacie OAD funkcja f przyjmuje wartos¢ y, na pozostalym za$
obszarze prostokata OACB — warto§¢ x. Powstala bryle mo#na podzieli¢ na dwa przystajace
ostrostupy: OADD' i ODD'E oraz graniastoshup EBC’D'DC. Elementarne wyliczenie objetodci
jest latwe:

| fies: | 1 1 1
V=2+—— a3+ - (b—a)a® = —-a*h——d°,
- 3 2 T 2 ;

a wysokosS¢ szukanego (uéredniajacego) prostopadloscianu wynosi
: el
h=— = —u| I— a ’
ab 2 35

115
w naszym przypadku b = e czyli mniej niz 4 minuty,
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& Postanowilem spisa¢ to wszystko czekajac 25 minut na jeden z siedmiu érodkéw komunikacii,
o A x z ktorych kazdy — zgodnie z rozkladem — powinien jeZdzi¢ gbra co 15 minut,
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