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Twierdzenie Holditcha

Prof. dr Petar KENDEROW , mgr Krasimir KOLAROW
(Bulgaria)

W roku 1858 wielebny Hamnet Holditch, rektor Cajus College w Cambridge,
opublikowat ciekawe twierdzenie nazwane pozniej twierdzeniem Holditcha.

Rozpatrzmy piaska krzywa zamknigta L i odcinek M, M, o dlugosci

a+b(a > 0,b > 0), ktérego korice leza na krzywej L (rys. 1). Niech M bedzie
takim punktem odcinka M, M,, 2¢ MM, = ai MM, = b. Jesli bedziemy
przemieszczaé odeinek M, M, tak, by oba jego kofice lezaly caly czas na krzywej
L, a punkt M, obiegatl t¢ krzywa w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek
zegara, to punkt M zakresli pewna krzywg zamknieta L, (zaznaczona linig
przerywana). Twierdzenie Holditcha méwi, ze réznica pol figur ograniczonych
krzywymi L i L, réwna jest zab. Nie zalezy wigc ona ani od ksztaltu, ani
wielkosci wyjsciowej krzywej.

Czytelnik z latwoscia sprawdzi prawdziwos¢ tego twierdzenia dla szczegdlnego
przypadku, gdy krzywa L jest okrag (rys. 2).

Dowéd twierdzenia podany przez Holditcha nie byl zupetnie $cisty, nie obejmowat
poza tym pewnych przypadkéw (na przykiad takich kizywych jak brzeg kwadratu).
Scisty dowdd przedstawil w 1978 roku szwedzki matematyk Arne Broman —
dotyczyl on krzywych ograniczajacych zbiory wypukte. W roku 1981 Broman
uzywajgc rachunku catkowego udowodnit twierdzenie dla szerszej klasy

krzywych — w szczegdlnosci dla tamanych zamknigtych. Rozpatrzymy teraz

kilka ciekawych przypadkéw.

Jesli przemieszczamy odcinek M, M, po krzywej L begdacej brzegiem prostokata o
bokach dtuzszych od M, M,, to punkt M bedzie przebiegal po krzywej zaznaczonej
na rys. 3. Aby udowodni¢ twierdzenie Holditcha, musimy pokazaé, ze suma pél
zakreskowanych figur réwna jest ab. Ale kazda z tych figur to éwiartka elipsy.
Aby to wykazaé, umies¢my prostokat tak, by jego wierzcholek znalazt sig
w poczatku ukladu wspoélrzednych, a boki lezaly na osiach (rys. 4). Z
podobienstwa tréjkatow PMM, i OM,M, oraz trojkatow MNM, i M,0M,
maniy
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Tak wige wspotrzedne punktu M spelniaja rownanie elipsy o pélosiach a i b.
Wiadomo zas, Ze pole takiej elipsy jest rowne zzab. Tak wiec dowéd twierdzenia
w tym szczegolnym przypadku zostal zakoriczony.

Trudniejszy jest nieco bardziej ogélny przypadek, gdy krzywa L jest brzegiem
wiclokgta wypuklego. Zakladamy, Ze a+b jest mniejsze od diugosci najkrétszego
boku tego wielokata (rys. 5). Figura, ktérej pole mamy obliczyé, jest sumg
zakreskowanych figur. Mozna wykazaé, ze kazda z tych figur jest kawatkiem
elipsy, ale tym razem sg to rézne elipsy i nie moZemy z nich zlozyé jednej. Za |
pomoca rachunku calkowego da si¢ jednak udowodnié, iz pole czeéci elipsy

lezacej koto wierzcholtka 4, jest réwne a_zb (m—a;), gdzie o; jest miarg lukowa

kata o wierzcholku A4;. Ale a,+ ... +&, = (n—2)x, a wigc sumg pdl jest

S = %b— ((n—a1)+ +(:rr—o:..)) = E; (mt—(acl-p- e F0) ) = mab.



Rys. 1l

Ten ostatni wynik, jak i pewne inne uogdlnienia twierdzenia Holditcha ,
zostaly podane w pracy dyplomowej K. Kolarowa.

Jesli pozbedziemy si¢ warunku, by dlugosé odcinka M, M, byla mniejsza od
dlugosci najkrotszego boku wielokata, to ksztalt krzywej L, bardzo sig
komplikuje, Na rysunku 6 pokazano kilka takich krzywych. Dla prostoty punkt
M lezy za kazdym razem w $rodku odcinka M, M,.

Przy pewnych krzywych L i odpowiednio dobranych dhugosciach a+ & powstaje
watpliwos¢, czy twierdzenie Holditcha jest prawdziwe. Tak _]est na przyklad, gdy
L jest brzegiem tréjkata Reuleaux, tzn. suma trzech lukéw BC, CA, AB

o srodkach w wierzcholkach trdjkata rownobocznego ABC i promleniach
rownych bokowi tego trdjkata (rys. 7).

Niech odcinek Af, M, ma dhugosc rowng bokowi tréjkata. Jesli punkt M, lezy
na tuku 4B (bez koncow), to punkt M, musi pokrywaé si¢ z C. Nie moze on,
oczywiscie, lezeé na tuku 4B. Zalézmy, Ze lezy na uku AC (rys. 8). Trojkaty
M, BM, i M,BC maja wspolny bok M, B oraz BC = BM, = M\ M, = CM,,
Zatem sa one przystajace i M, = C.

Rozpatrzmy przypadek, gdy punkt M jest Srodkiem odcinka M, M, (rys. 9).
Przypusémy, ze w chwili poczatkowej M; = Ci M, = A. Gdy punkt M,
przebiega huk AB, punkt M zakresla uk QWO §rodku C i promieniu réwnym
polowie boku trdjkata, Nastepnie punkt M, pokrywa sig z B, a M, przebiega tuk
€t — punkt M zakiesli tuk NP. Dalej punkt M, jest nieruchomy w 4, M, za$
porusza si¢ po BC — otrzymujemy tuk Q. W tym momencie punkt M powrécit
do punktu Q i odcinek M, M, zajal poprzednie poloZenie, ale punkty M, i M,
zamienily si¢ miejscami. Aby przywrécié polozenie poczatkowe, musimy caly cykl
POWLOrzyc jeszcze raz.

Pole S trdjkata Reuleaux jest réwne réznicy potrojonego pola wycinka kdlowego

(dla kata %) i podwojonego pola trojkata rownobocznego. Jesli bok tréjkata

jest rowny 2, to § = 27—2 |/f§. Pole S, figury F ograniczonej fukami (_5“’1\7, NP,
PQ otrzymamy odejmujac od pola tréjkata pole trzech wycinkéw koltowych,

Tak wige §; = }/3— % Pole to musimy odja¢ od S dwukrotnie. Mamy

§-28, = 3In—4y/3 # .

Sprobuimy wyjasni¢ powstala watpliwes¢, Zauwazmy, ze dla okrggu, prostokata
i wielokgta punkt A poruszal sie po krzywej L, w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazdwek zegara, natomiast w ostatnim przykladzie punkt M obchodzii
figure F dwukrotnie w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara. Aby
rozroznié te dwa przypadki, w matematyce wprowadza si¢ pojecie pola
powierzchni zorientowanej. Przyjmuje si¢ je za ujemne, gdy punkt M porusza sie
ruchem zgodnym ze wskazowkami zegara i za dodatnie — gdy w przeciwnym.

A wigc w ostatnim przykiadzie musimy obliczyé wielkosé

§—(=28,)) = 22—-2y3+2y3-=.
Teraz si¢ zgadza, otrzymalismy 7.
Jesli punkt M nie lezy w érodku odcinka M; M., to moze powstac jeszcze
ciekawsza sytuacja (rys. 10). Tu odlegltosé CM spelnia nieréwnosé
0<CM< %—{3—}/3}. Punkt M obchodzi cztery zbiory, przy czym zbiér I ma

powierzchnie dodatnia, a II, III i IV ujemna. Czytelnik latwo sprawdzi, Ze
twierdzenie Holditcha pozostaje prawdziwe. Jest tak réwnie2z w sytuacji z rys. 11.

Tu dlugoéé CM speinia nieréwnosci %(s V3 <eM< ?2_3; .

Czytelnik z pewnoscig zgodzi sie z Bromanem, ktéry powiedzial: , twierdzenie
Holditcha jest znacznie glgbsze niZz mysélat sam Holditch w roku 1858".
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