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Twierdzenie Holditcha

Pro! dr Petar KENDEROW, mgr Krasimir KOLAROW
(Bulgaria)

W roku 1858 wielebny Hamnet Holditch, rektor Cajus Collegew Cambridge,
opublikowal ciekawe twierdzenie nazwane pózniej twierdzeniem Holditcha.

Rozpatrzmy plaska krzywa zamknietaL i odcinek 1.111.12 o dlugosci
a+b(a >0, b > O), którego konce leza na krzywejL (rys. 1). NiechM bedzie
takim punktem odcinka1.111.12, ze 1.11.11= a i 1.11.12 = b. Jesli bedziemy
przemieszczac odcinek1.111.12 tak, by oba jego konce lezaly caly czas na krzywej
L, a punkt MI obiegal te krzywa w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek
zegara, to punktM zakresli pewna krzywa zamknietaLI (zaznaczona linia
przerywana). Twierdzenie Holditcha mówi, ze -róznica pól figur ograniczonych
krzywymi L i LI równa jestnab. Nie zalezy wiec ona ani od ksztaltu, ani
wielkosci wyjsciowej krzywej.

Czytelnik z latwoscia sprawdzi prawdziwosc tego twierdzenia dla szczególn'ego
przypadku, gdy krzywaL jest okrag (rys. 2).

Dowód twierdzenia podany przez Holditcha nie byl zupelnie scisly, nie obejmowal
poza tym pewnych przypadków (na przyklad takich krzywych jak brzeg kwadratu).
Scisly dowód przedstawil w 1978 roku szwedzki matematyk Arne Broman-
dotyczyl on krzywych ograniczajacych zbiory wypukle. W roku 1981 Broman
uzywajac rachunku calkowego udowodnil twierdzenie dla szerszej klasy
krzywych - w szczególnosci dla lamanych zamknietych. Rozpatrzymy teraz
kilka ciekawych przypadków.

Jesli przemieszczamy odcinek1.111.12 po krzywej L bedacej brzegiem prostokata o
bokach dluzszych od1.111.12, to punkt M bedzie przebiegal po krzywej zaznaczonej
na rys. 3. Aby udowodnic twierdzenie Holditcha, musimy pokazac, ze suma pól
zakreskowanych figur równa jestnab. Ale kazda z tych figur to cwiartka elipsy.
Aby to wykazac, umiescmy prostokat tak, by jego wierzcholek znalazl sie
w poczatku ukladu wspólrzednych, a boki lezaly na osiach (rys. 4). Z
podobienstwa trójkatówPMM1 i 01.121.11 oraz trójkatów MNM2 i 1.1(01.12
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Podnoszac do kwadratu i sumujac otrzymujemy

x2 y2 OMi+OMi
a2 + -lJ2 = 1.11Mi = l.

Tak wiec wspólrzedne punktuM spelniaja równanie elipsy o pólosiacha i b.
Mix2,o) x Wiadomo zas, ze pole takiej elipsy jest równenab. Tak wiec dowód twierdzenia

w tym szczególnym przypadku zostal zakonczony.

Rys.5

Trudniejszy jest nieco bardziej ogólny przypadek, gdy krzywaL jest brzegi«m
wielokata wypuklego; Zakladamy, zea+b jest mniejsze od dlUgosci najkrótszego
boku tego wielokata (rys. 5). Figura, której pole mamy obliczyc, jest suma
zakreskowanych figur. Mozna wykazac, ze kazda z tych figur jest kawalkiem
elipsy, ale tym razem sa to rózne elipsy i nie mozemy z nich zlozyc jednej. Za
pomoca rachunku calkowego da sie jednak udowodnic, iz pole czesci elipsy

lezacej kolo wierzcholkaAi jest równe a: (n- IX;), gdzie IXi jest miara lukowa
kata o wierzcholkuAi• Ale IX1+ ...+ IXn= (n - 2)n, a wiec suma pól Jest

s= ~ ((n-IX1)+ ... +(n-IX/I)) = ~~(nn-(IXI+'" +CXn)) =nab.
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Ten ostatni wynik, jak i pewne inne uogólnienia twierdzenia Holditcha
zostaly podane w pracy dyplomowej K. Kolarowa.

Jesli pozbedziemy sie warunku, by dlugosc odcinkaMI M2 byla mniejsza od
dlugosci najkrótszego boku wielokata, to ksztalt krzywejLI bardzo sie
komplikuje. Na rysunku 6 pokazano kilka takich krzywych. Dla prostoty punkt
M lezy za kazdym razem w srodku odcinkaMI M2•

Przy pewnych krzywychL i odpowiednio dobranych dlugosciacha+b powstaje
watpliwosc, czy twierdzenie Holditcha jest prawdziwe. Tak jest na przyklad, gdy
L jest brzegiem trójkata Reuleaux, tzn. suma trzech hlkówBe, CA, Ali
o srodkach w wierzcholkach trójkata równobocznegoABC i promieniach
równych bokowi tego trójkata (rys. 7).

Niech odcinekMI M2 ma dlugosc równa bokowi trójkata. Jesli punktM2 lezy
na luku Ali (bez konców), to punktMI musi pokrywac sie z C. Nie moze on,
oczywiscie, lezec na lukuXli. ZalÓZmy,ze lezy na lukuAC (rys. 8). Trójkaty
M2BMI i M2BC maja wspólny bokM2B oraz BC = BMI = MIM2 = CM2,
Zatem sa one przystajace iMI = C.
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Rozpatrzmy przypad~k, gdy punktM jest srodkiem odcinkaMI M2 (rys. 9).
Przypuscmy, ze w chwiJi poczatkowejMI = C i M2 = A. Gdy punkt M2

przebiega lukAB, punkt M zakresla lukQN o srodku C i promieniu równym
polowie boku trójkata. Nastepnie punktM2 pokrywa sie zB, a MI przebiega luk
CA-- punkt M zakresli lukiiP. Dalej punkt MI jest nieruchomy wA, M2 zas
porusza sie po BE-otrzymujemy lukPQ. W tym momencie punktM powrócil
do punktu Q i odcinek MI M2 zajal poprzednie polozenie, ale punktyMI i M2
zamienily sie miejscami. Aby przywrócic polozenie poczatkowe, musimy caly cykl
powtórzyc jeszcze raz.
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Pole Strójkata Reuleaux jest równe róznicy potrojonego pola wycinka kolowego

(dla kata ~) i podwojonego pola trójkata równobocznego. Jesli bok trójkata
jest równy 2, toS= 2n - 2V3. PoleSl figury F ograniczonej lukamiQN,Ni,
PQ otrzymamy odejmujac od pola trójkata pole trzech wycinków kolowych.

Tak wiecSl = )/) - ; . Pole to musimy odjac odSdwukrotnie. Mamy

S-2S1= 3n-4y) '" n.

Spróbujmy wyjasnic powstala watpliwosc. Zauwazmy, ze dla okregu, prostokata
i wielokata punkt M poruszal sie po krzywejLI w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazówek zegara, natomiast w ostatnim przykladzie punktM obchodzil
figure F dwukrotnie w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara. Aby
rozróznic te dwa przypadki, w matematyce wprowadza sie pojecie pola
powierzchni zorientowanej. Przyjmuje sie je za ujemne, gdy punktM porusza sie
ruchem zgodnym ze wskazówkami zegara i za dodatnie - gdy w przeciwnym.
A wiec w ostatnim przykladzie musimy obliczyc wielkosc

Teraz sie zgadza, otrzymalismyn.

Jesli punkt M nie lezy w srodku odcinkaMI Mz, to moze powstac jeszcze
ciekawsza sytuacja (rys. 10). Tu odlegloscCM spelnia nierównosc

O ~ CM ~ ~ (3 - Y3). Punkt M obchodzi cztery zbiory, przy czym zbiór I ma
powierzchnie dodatnia, a II, III i IV ujemna. Czytelnik latwo sprawdzi, ze
twierdzenie Holditcha pozostaje prawdziwe. Jest tak równiez w sytuacji z rys. 11.

Tu dlugoscCM spelnia nierównosci ~(3 - y3) ~ CM ~ :3'
Czytelnik z pewnoscia zgodzi sie z Bromanem, który powiedzial: "twierdzenie
Holditcha jest znacznie glebsze niz myslal sam Holditchw roku 1858".


