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Polskiego tlumaczenia tej ksiazki dotad nie

ma. Jest natomiast dostgpne w bibliotekach
tlumaczenie rosyiskie:

TMocTpoenne reoMeTpHM Ha OCHOBE TIOHATHA
CHMMETPHM,

Program Leibniza i system Bachmanna

Gdy Kartezjusz stworzyl geometri¢ analityczna  (tj. sposéb uprawiania geometrii za pomoca
rachunkow na wspélrzednych punktow), sprowadzajac ja tym samym do pozycji jednego

z dzialow arytmetyki, wybucht wielki entuzjazm. Okazalo sig, ze caly szereg nie rozwiazanych
probleméw udalo si¢ tymi nowymi metodami rozwigza¢. A przeciez w nauce nie chodzi o to,
Jjakich (byle oczywiscie poprawnych) metod uzywamy, tylko o rezultaty.

Nie wszyscy jednak byli tego zdania. Gottfried Wilhelm Leibniz mial powazne obawy, czy
arytmetyzacja geometrii nie spowoduje, ze bedzie sie w niej rozpatrywa¢ przewaznie, a moze
jedynie, te tylko problemy, ktére dobrze poddaja sie arytmetyzacji. Dzis, po uplywie ponad trzech
stuleci, wielu sadzi, ze tak wiasnie sie stalo, jak to ,,wykrakal’ Leibniz, ze szkodg dla najstarszej
galezi nauki — geometrii, Leibniz nie mial nic przeciwko rachunkom, twierdzi! jednak, ze jesli
cheemy w geometrii rachowaé, to rachujmy na obiektach geometrycznych. Zdanie to, zwane
programem Leibniza, uznano jednak za przesadny puryzm metodologiczny po pierwsze dlatego,
ze geometria analityczna $wigeila triumfy, po drugie dlatego, ze nikt nie wiedzial, o jakie to
geometryczne rachunki mogloby chodzié.

Pod koniec XIX wieku idea Leibniza ozyla. Dufiski matematyk Hjelmslev wskazat obiekty
geometryczne, na kiérych moina bylo rachowaé. Zauwazyl mianowicie, ze punkty stale
inwolucji bedacych podobiefistwami w przestrzeni, np. euklidesowei, tworza podprzestrzenie tej
przestrzeni (wyjaénienie: inwolucja to przeksztalcenie odwrotne do samego siebie).

Istotnie: jedyne inwolucje (co latwo stwierdzié przez przeglad wszystkich podobiefstw) to
symetrie sSrodkowe (jeden punkt staly), svmetric osiowe (prosta punktow stalych) i symetrie
plaszczyznowe (plaszezyzna punktéw stalych). Jak rachowaé na przeksztalceniach — wiadomo —
mozna je sklada¢ (wykonywa¢ kilka po kolei).

Stworzong przez Hjeimsleva mozliwosé podchwycil Kurt Reidemeister wskazujac, jak picknie

i prosto mozna opisaé szereg faktéw geometrycznych za pomoca takich rachunkow, Traktujmy
punkt 4 jako to samo, co symetria §rodkowa o srodku w 4, prosta k — jako to samo, co
symetria osiowa o osi k (ograniczymy sie dalej do geometrii plaszezyzny). Zatem A4 - B to zlozenie
symetrii wzgledem A4 i wzgledem B, czyli przesuniccie o wektor 2 - 4B. Wszelkie za$ réwnoéei to
juz fakty geometryczne. Na przyklad 4- B = C- D méwi, e 4B = CD,

Podobnie 4- B- C = D oznacza, ze ABCD jest rownoleglobokiem: istotnie mamy

i A~B-CrC = DP~C,

a poniewaz C- C to identycznosé (C jest przeciez inwolucia), wiec

A+B=D-C,
co oznacza, 2 AE = DC.
Czytelnik zechce sam sprawdzié, ze
kEl=1k i k#l
oznacza, ze k i I sg prostopadle, oraz ze
: A k=k-4

mowi, iz punkt 4 lezy na prostej k.

Geometria daje sig wigc opisa¢ zgodnie z programem Leibniza, choé¢ Reidemeister nie umial
jeszeze tego w peini zrealizowaé. Umial natomiast zapali¢ do tej idei swoich licznych uczniéw,
Ich prace dostarczaly coraz to nowych regut hjelmsievowskich rachunkéw. Punktem
przetomowym byly tu dwa twierdzenia udowodnione w 1941 roku przez Arnolda Schmidta:

dla dowolnych trzech prostych k, /. m majacych wspolny punkt (wspélna prostopadla) istnieje
taka prostan, zek-l-m = n,

co formalnie mozna zapisa¢ tak:

kP=P-kAl-P=P-IAnmP=P-m=k-{-m=n,

kELmP n
/\ \/k-p=_p-kmi-p=p-h\m-p=p'mz\#(k,a",m,p)==k-l'-m=n.
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[ dalej juz poszio szybko. W 1959 roku Friedrich Bachmann opublikowat piekna i bogata
monografig ,,Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff™, w ktorej przedstawil geometrie
wylozong wiasnie w sposéb wymarzony przez Leibniza — jako opisane wyzej geometryczne
rachunki. W Niemczech ten sposéb do tego stopnia stal sie popularny, ze chyba niedaleka jest
chwila, gdy stanie si¢ on tam sposobem nauczania geometrii w szkolach.
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